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Jak uczy doéwiadczenie, pod dzialaniem sit wszystkie ciata stale odksztalcaja sig.
Niekiedy sily te moga spowodowa¢ takie nieodwracalne zmiany ksztaltu, ze ciato (ustrdj,

Cresé szosta element maszyny) traci warto$¢ uzytkowa i, jak mdowimy, ulega ono zniszczeniu. Do-
DZIALANIE OBCIAZEN ZMIENNYCH . . . . . . . . . - - - S A s Gl $wiadczenie poucza rowniez, Ze zjawiska odksztalcenia i zniszczenia zaleza od: 1) rodzaju
materiatu (stal, szklo itp.) i jego stanu (rodzaj obrébki mechanicznej, cieplnej, chemicznej);
16. Reakcja ustroju na obcigzenia zmieame . . . . . . . . - . - v n e 5 b sl . 2) ksztattu i wymiaréw ciala (wal maszyny, zbiornik gazu itp.); 3) rodzaju i wartosci sit
16.1. Drgania wlasne ukladu o jednym stopniu s Wobody . s et o ST | (c1s'n1,en1e gazu, ciezar itp.) i 1cfh prze':blf.:g'u w czasie (stale lub zmienne); 4) innych oddzia-
16:2: Okresowe obciazenia ustroju o jednym stopniu swobody . . . . . . . . - - iii tywan (tempera'fl}ra, pr(?nl{enl(?wanle itp.). ¥
16.3. Dzialanie obciazen nieokresowych' ........ | o e it | Wytrzymatosé ma’aenalow _]C'St ne}uka 9 trwa,10s01 sth?/kanycb w praktyce 'typ(.)wych
16.4. Przyblizona teoria zjawisk uderzemia . . . . . . 0 o 8 gl AL BEARRS . elementéw konstrukcji pod dzialaniem sit. Glownym jej zadaniem jest okreSlenie wy-
16.5. Uwagi koficowe . . . . . . . - - - -0 R . trzymalosci elementu, czyli odpornosci na zniszczenie, i jego podatnosci, czyli wartosci
457 ' 1 rodzaju odksztalcen. Stosowane w tej nauce metody umozliwiaja dokonanie stosunkowo
17.  Zmeczenic materialdw. . . . . . e o prostych obliczen dajacych ilosciowa oceng¢ wytrzymaloéci i podatnosci w stosunku do
17.1. Objawy i mechanizm zjawiska zmeczemia . . . . . . - .« « ¢ i e YRS j,g postawionych wymagan. Wymagania te zaleza od przeznaczenia elementu. Na ogét spro-
17.2. Tlosciowe ujecie zjawisk z H}chenia' ST e ot SR N e wadzaja sic one do gwarancji dostatecznego bezpieczeristwa i dostatecznej sztywnoSci,
e ey SfiQtrzezljvisfzi?;eni Isvaie;gt;:iyZiitﬁZitim.Qc%er.no.w? . 473 tzn. do tego, ze w warunkach pracy nie nastapi uszkodzenie elementu i ze odksztal-
i;: ;}Jv\f;yg\: ;oii[;l;vi ............. R o P o O cenia nie przekrocza wartosci uniemozliwiajacych prawidlowe jego funkcjonowanie.

| Rozréznia sie przy tym zagadnienia; kontroli i ksztaltowania. Pierwsze z nich polegaja

! na sprawdzeniu spelnienia powyzszych wymagan w istniejacej konstrukcji. Drugie wy-

: stepuja przy projektowaniu konstrukcji i polegaja na takim doborze parametréw, z reguty
wymiaréw elementu, aby te wymagania byly zachowane.

Podstawa wytrzymato$ci materialéw sa przestanki do$wiadczalne i teoretyczne. Pierwsze
opisuja wlasno$ci materialdow, a w szczegdlnosei ich odksztalcenie, w funkcji obcigzen
przy réznych warunkach zewngtrznych. Drugie stanowia zastosowanie zasad mechaniki
ogdlnej, a przede wszystkim praw statyki, bez znajomosci ktdrej studiowanie wytrzymalosci
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materialéw nie jest do pomyslenia. W odréznieniu od mechanﬂ.(i ogél'nej, w w.ytrzymja'loég
materiatéw kladzie si¢ gléwny nacisk na badanie odksztalcen i prawie zupetnie pomija sie

ienia ruchu ciata jako sztywnej catosci. _
Zag:i;\;?;ilegle do wyterymaloéci materialéw istnieja dys.cypliny Poéwiqcon? Qodollln;(ej
problematyce jak: teoria sprezystosci, teoria pla.stycznoé.m., reologia. S.’zcze:goln{e. b' 15 a
wytrzymalosci materialow jest teoria sprezystosci omawiajaca w sposob tta.rqu si:::sly
te same w zasadzie zagadnienia, kosztem jednakze ui.ycm zlo‘zone?go aparatu rr.latcmat-.
tycznego i zmudnych czgsto rachunkow. Te komplikac;ej o.gral?lcz?gq zasto:lov’v.an'le .teorg
sprezystosci, pomimo Ze jej wyniki dajg giqbsz;c zrozurfneme Z]a.WISk. W o rozmilzu:;;r)l
tego, w nauce wytrzymalo§ci materiatéw ktaduemy gléwny nacisk na stron‘? pra hyb da%
i dla ulatwienia analizy godzimy si¢ na stosownr.nc réZnyc’h mc?tod prz.yb.hzonyc adz
upraszczajgcych zatozeni. Ich stusznosc weryf}ku_]cfny por?wnujafc W){n.lkl uliroszczonrcg
analizy z wynikami dodwiadczen badz z wymkuml. z teor1} sprfzzystosm. (\;V en sposo -
realizujemy to, co W wytrzymatoéci materialow p.owmno by¢ mysla Przew? nig, a mlan?
wicie, ze §rodek cigzkosci praktycznej analizy nie lezy w st.osowamu‘ zlf>zonego. c;;paraﬁ
matematycznego, lecz w analizie strony ﬁz?(czn.ej Zagadmerfla, 'zr'lalememu prawidlowyc
uproszezen i doprowadzeniu do prostych ilociowych zaleznosci.

1.2. Uproszczony model ciala

Podstawowe uproszczenia, o ktérych méwiono poprzednio,’ dotycza: 1) samego 1.11:1-
teriatu, 2) opisu ksztattu ciala. Wprowadzenie tych uprosz'czen przeksztalca rzec‘zyw11sk y
obiekt w to, co nazywamy schematem obliczeniowym, w ktorym zachowane zostaja tylko
i danego zagadnienia cechy obiektu. R
lsmg;rg::czcniagw oglsie materiatu sa konie.czne 7 racji.trudnoémz ]akle_ (rilasulv(:a,rrz;l;
czywista budowa materii. Material kazdego 01al‘a sklada. si¢ z atom??:‘v, mu? zy)E o.y i
dzialaja sily. Obcigzajac ciato powodujemy stopmo.wq zr?uun'(; odlcgh?b.u 1:1'1@( 7v a o‘n'mnl);
Towarzyszy temu zmiana sif wzajemnego ich przlyc-u}gnnlu az do ch\aluh Ob!cL‘g}‘.llQC.ld |9:v;ie
wagi miedzy obciazeniem a zmienionymi sitami m:gdzyzblto.lnowynu. W swej \:‘f.l—QC ‘Scia}u
zjawiska wytrzymatosciowe sa m.olekulm'lw.i w.ta'kun. ujeciu sa .o.mamag'e; 1i3:)(;(;wane
statego. W zagadnieniach inzynierskich takie 'u]egme me‘Jes.t mozhwe: Obiekty i d_
w technice zawieraja 102+ 10%° atomow, a 1ch' uft&}Wlenle w'ykgzu]e ba.rdzo 1,czne. gz
stepstwa od regularnogci. Jakakolwiek préba} 1105010wego ujecia oddmab(/iwanomga m);
poszczegé‘mymi atomami jest skazana na mepowc.)dze'nle. Z tego .poyvo .u p ;Qt 2
czastkowej budowy materiatu bedziemy si¢ postugiwac dla zrozumienia zjawisk ty

8 jakosciowej. . . L
4 :;’ro\:;llrjzyllqalk()ﬁci Jn'mtcria%{')w omisl'qplljei'u*;)"nie t'yl'ko od‘ atomu jako obliktu'1§201<;-
wych badan, lecz zaniedbujemy takze whaciwoscl ich rfnkr.ostruktl.lry.. Ja Wfa HT !
aciowymi (szklo, plastyki), w ktérych ustawienie atomow ‘11\\.1«
ty polikrystaliczne, na przykiad metale, w ktorych
arng budowg atomowa. Wiasnoéei fizyczne

poza materialami bezpost
zamy za chaotyczne, istnicja materia
mikrokrysztaly (ziarna) maja wzglednie regul e
pojedynczego ziarna, ktérego wymiary w metalach sa rzedu 0,01 mm, sq roézne w roznych
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kierunkach. Jesli jednak elementarny obiekt jest kostka o wymiarach kilkunastokrotnie
wiekszych od wymiaréw ziarna, to wspomniana réznokierunkowo$¢ gubi sig, gdyz usta-
wienie ziaren w tej kostce jest chaotyczne. Wlasnos$ci takiej elementarnej kostki sa
uérednione i sg takie same w réznych miejscach ciata. Idealizujac to zaktadamy, ze materiat
ciala jest jednorodny i ze kazda, nawet nicskoniczenie mata, kostka ma takie same wlasnosci
fizyczne.

Z pojecia jednorodnosci wynika, ze w uproszczonym modelu materia wypetnia objgtos§é
ciala w sposéb ciagly. Przy opisie takiego ciala mozna stosowaé pojecia i caly aparat
analizy matematycznej, jak rézniczkowanie i calkowanie.

Aby takie jednorodne cialo opisywato prawidlowo zjawiska, jego wlasciwosci musza
by¢ takie same jak usrednione wlasnosci ciala rzeczywistego. Jedna z nich jest ta, ze wy-
wolane obciazeniem odksztalcenia znikaja catkowicie lub czg§ciowo po odciaZzeniu. Te
wlasciwos$¢ ciata nazywamy sprezystoscig. JeSli ten powrdt do pierwotnego ksztaltu jest
calkowity, to cialo nazywamy idealnie sprezystym, jesli jest niecatkowity, to cialo nazywamy
czgSciowo sprezystym. Odksztalcenia znikajace po odciazeniu nazywamy sprezystymi,
podczas gdy pozostajace po odciazeniu nosza nazwe odksztatcen trwalych lub plastycznych.
Przeciwienstwem ciala idealnie sprezystego jest cialo idealnie plastyczne, nie majace od-
ksztalcenn sprezystych. Rzeczywiste ciala nigdy nie sg ani idealnie sprezyste, ani idealnie
plastyczne, aczkolwiek odstgpstwa od jednego lub drugiego idealu moga by¢ znikome.
Okazuje si¢ z dos§wiadczen, ze w pewnych przedziatach obciazenia zaleznych od rodzaju,
stanu i temperatury materiatu takie materialy, jak stale i wigkszo$é stopow metali, szklo,
drewno, beton, mozna traktowac jako idealnie sprezyste. Z uwagi na techniczne znaczenie
wigkszo$¢é zagadnieri wytrzymalosci materialéw rozpatruje sie przy zalozeniu idealnej spre-
zystosci materialu.

Przy obciazaniu ciala i narastajacym odksztalceniu obciaZzenia te wykonuja pewna
pracg zuzyta na zmiang odleglosci migdzy atomami i zwigzang z tym zmiang¢ energii po-
tencjalnej czastek. Ta tak zwana energia odksztalcenia jest zwracana w procesie odciagzania.
Codziennym przykladem tego procesu jest sprezyna zegarka, ktéra przy odksztalceniu
(,,nakrecanic zegarka’) akumuluje w sobie energic oddawana nastgpnie na pokonanie
oporéw ruchu, gdy spre¢zyna wraca do pierwotnego ksztaltu. W takim energetycznym
ujeciu cialem idealnie sprezystym jest to, w ktérym praca zwrdcona w procesie odciazania
jest réwna pracy wlozonej przy obciazaniu ciata. Je§li praca zwrdcona jest mniejsza niz
wlozona, to ciato jest czgsciowo sprezyste. Réznica migdzy tymi wielko$ciami zuzyta zo-
staje na nieodwracalne zmiany w materiale, tj. trwale jego odksztalcenie.

Opierajac si¢ na wynikach dos$wiadczed, przyjmujemy dla wigkszosci materialow
(metale, plastyki itp.), ze wlasciwosci elementarnej kostki nie zaleza od jej orientacji,
tj. katowego ustawienia w ciele. Takie materialy nazywamy izotropowymi (rtéwnokierunko-
wymi). Istnieja jednak i materialy anizotropowe (réZznokierunkowe), jak na przyklad
drewno, gdzie usrednione'® wlasciwosci elementarnej kostki s bardzo rézne w zaleznosci
od jej orientacji w stosunku do kierunku stojéw. Anizotropowe sg i inne materiaty, jak
papier, tkaniny lub modne obecnie plastyki zbrojone widéknem szklanym, ktorych anizo-

™ To znaczy bez wnikania w komérkowa budowe drewna.
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tropia wynika z procesu technologicznego (papier) badz, jak w tka.ni.nach, z san.lej ich
budowy. W wigkszosci zagadnier bedziemy zajmowaé sig materialami izotropowymi.
Réwnolegle do uproszezeni dotyczacych materialu wprowadzamy uproszczS)ne ¥nod.ele
geometryczne spotykanych w praktyce ¢lementéw. Rozpatrzmy tona przyl_dad_zw zbiornika
ciénieniowego (rys. 1.1a), w ktorym cienkoécienny walcowy korpus zamkniety jest pokrywa

b)

kula zaworu

Rys. 1.1. Podzial konstrukcji na typowe elementy

z kulowym zaworem bezpieczefistwa. Jak widaé, elementy tej konstrukcji .da!'ac sn? po-
dzieli¢ na trzy grupy. Pierwsza z nich, tzw. prety, obejmuje' elementy takle’Jak s'ruby,
sprezyne (rys. 1.1b, ©), w ktérych jeden wymiar, tj. dlugosg, jest duzy w poro?vnamu do
dwéch pozostatych. Grupa druga, tzw. powloki, reprezentowana przez 1'<orpus. i pokrywe,
to elementy, w ktérych jeden wymiar, tj. grubo$é &, jest maly w Porownamu z. dwoma
pozostatymi. Wreszcie do grupy trzeciej, tzw. bryl, zaliczamy takie elementy, jak kule
zaworu, nakretke §ruby, w ktérych wszystkie wymiary sa tego samego rzedu. W wytrzy-
matoéci materialéw zajmujemy si¢ gléwnie pretami. . - -
Powstanie preta mozna przedstawié jako wynik ruchu érodka. CI.QZkOSCI plaskiej ﬁgur){
wzdtuz pewnej linii w taki sposéb, ze figura ta w kazdym punkcie jest prostopadta do -tej
linii. Tak zdefiniowana lini¢ nazywamy osiq preta, a plaska figurg poprzecznym przekrt.)]em
preta. W zaleznoéei od ksztattu osi moze byé pret prosty (rys. 1.1b) lub zakrzywton}.).
Przykladem plasko zakrzywionego preta jest pierscien tlokowy, przyk,ladem przestrz'ennle
zakrzywionego — sprezyna (rys. 1.1c). Sam przekrdj preta mc?ze by¢ staty 1ub, meemTy
i przy ruchu wzdtuz osi moze wykazywaé obrét. W tym ostatnim prz_ypadk.u mow1r.ny, ze
pret jest naturalnie skrecony. Technicznym przykladem takiego pl:qta jest wiertlo sp}ralx}e.
Wprowadzona systematyka umozliwia analize wytrzymaloécmwz} realnych obiektow
wedlug ograniczonej liczby schematéw niezaleznie od przeznaczenia danego elementu.

T ——————
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Takim jednolitym schematem moZna na przyklad obja¢ waly maszyn przenoszace ruch
obrotowy z jednego agregatu na drugi, niezaleznie od tego, czy konkretne zadanie dotyczy

walu napedzajacego $rube okretowa, czy tez wrzeciona obrabiarki. Daje to ogromunz
uproszczenie rozwazan.

1.3. Sily zewngtrzne i wewng¢trzne

Miara mechanicznego oddzialywania cial na siebie sg sily. Rozpatrujac dane cialo
izolowane od innych, pierwotnie z nim polaczonych, zastgpujemy ich dzialanie na to cialo
sitami, ktére nazywamy zewngtrznymi. Sily zewngtrzne dzielimy na objetosciowe i po-
wierzchniowe. Pierwsze z nich dziataja na kazdg czastke ciata, drugie przytozone sa tylko
na jego powierzchni. Przykladem sit objetosciowych sa sity wiasnego cigzaru ciala, przy-
ktadem drugich jest ciénienie cieczy otaczajacej cialo lub ci$nienie w obszarach styku
ciala badanego z innymi. Silami zewne¢trznymi dla danego ciala sa nie tylko sily o znanej
wartosci, tzw. sily czynne, lecz i reakcje wigzow, tzw. sily bierne, uzupelniajace uklad sit
czynnych do uktadu bedacego w réwnowadze. Biorac dla przykladu wagon-cysterng
(rys. 1.2a, b) mamy tu sily czynne: cigzar zbiornika z ciecza Q. i cigzar podwozia Q,.
Silami biernymi sa ci$nienia na powierzchniach styku két 4 i B z szyna. Jak wida¢, wy-
miary powierzchni styku sa bardzo male w poréwnaniu z wymiarami wagonu. Gdy obiek-

a) c) =

T E 1] ] Rl T

D E
'Rc IRD TRE

Re=Re iRz'FRD {RE=Re
0 EX

=, )
4
= ; | Ry Ry
Se=— ¢_ Y

Rys. 1.2. Okreslenie obcigzenia konstrukcji

tem badanym jest caly wagon, wowczas ci$nienia te, jak pg, mozna zastapi¢*? ich wy-
padkowymi skupionymi silami R, i Ry, ktére wyznaczamy z warunkéw réwnowagi.
Caly zespét sit czynnych (Q. 1 Q,) oraz biernych (R, i Rp) nazywamy obcigzeniem obiektu.

) Taka idealizacja jest niedopuszczalna, gdy przedmiotem badania sa zjawiska w samym polu
styku i jego bezposrednim otoczeniu, gdyz wtedy wymiary pola styku sa rzgdu wymiaréw badanej
czgscel,
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Postac obcigzenia, tzn. liczba sit zewnetrznych, ich wartosci 1 charakter, zalezy przede
wszystkim od tego, gdzie przebiega umowna granica miedzy badanym obiektem a otoczeniem.
Gdyby badanym obiektem byt tylko zbiornik cysterny (rys. 1.2c), wowczas obcigzenie
stanowilyby tylko jedna sita czynna Q. i reakcje Rc, Rp, Rg podpor C, D, E zbiornika
na podwoziu. W odréznieniu od poprzedniego przypadku, reakcji R¢, Rp, Re nie mozna
obliczyé z bedacych do dyspozycji dwéch réwnan réwnowagi. Rozwiazanie takich za-
gadnien, tzw. statycznie niewyznaczalnych, wymaga zbadania odksztalceri ustroju i jest
omoéwione w rozdz. 10.

W odréznieniu od sit zewnetrznych pochodzacych od ciat nie nalezacych do umownie
okre§lonego obiektu, wszystkie inne oddzialywania miedzy czesciami nalezacymi do
danego obiektu nazywamy sitami wewnetrznymi. Moga to byé oddziatywania migdzy
poszczegdlnymi elementami obiektu, a biorac ogdblnie — miedzy wszystkimi czastkami
ciata. Zgodnie z trzecim prawem Newtona (zasada dziatania i przeciwdziatania) sity te
éq zawsze parami przeciwne, tzn. Ze dzialaja wzdluz tej samej prostej, maja rowne wartosci
bezwzgledne, lecz przeciwne zwroty. Z tego powodu ich istnienia nie mozna wykry¢ z ba-
dania réwnowagi ciata jako jednej calosci. Widac to z rys. 1.2¢, gdy zbiornik i podwozie
ztaczymy z powrotem, wtedy bowiem sily Rc, R_, ... staja si¢ sitami wewngtrznymi dla
calosci, a ich dziatanie odpowiednio si¢ kasuje.

Dla ujawnienia reakcji Re, Rp i Ry konieczne byto izolowanie zbiornika od podwozia
przez myslowe przecigcie wigzow (podpodr). Te sama metode przecigé stosujemy dla ujaw-
nienia wewnetrznych sit AW, wywotanych w danym ciele obciazeniem Qj, ..., Qs (rys. 1.32).

Q4 /,:,f" \Qs

Rys. 1.3. Ujawnienie sit wewngtrznych

Sily AW (ciagle strzalki) dziatania czastek czeéci II na odpowiadajace im czastki czesci I; sily AW (przerywane strzatki) dziatania
czastek czesci T na czastki czedci JI

W tym celu cialo to rozcinamy myslowo przekrojem AB na dwie oddzielne czedei 1 ill
przyktadajac w nowo powstalych przekrojach A'B’i A" B takie uklady sit AW, AW,, ...,
jakie istnialy przed przeci¢ciem (rys. 1.3b). Dzieki temu mamy obecnie dwa odrebne
ciata Ti IT, z ktérych kazde oddzielnie jest w réwnowadze, albowiem obraz sil nie zmienil sig,
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z tym ze uklady sit AW sg teraz odpowiednio dla czgéci I'i Il sitami zewnetrznymi. Z uwagi
na charakter sit AW jest rzecza jasna, ze znajac uklad sit AW dla czedei I znamy tym
samym uktad sit AW dla czesci 1. Uklady te, przy zalozonej jednorodnosci materiatu,
klasyfikujemy jako sity powierzchniowe rozlozone w sposob ciagly w przekrojach 4’3’
i A"B".

Opisang mettoda przecigé bedziemy postugiwaé si¢ w calej nauce wytrzymatosci ma-
teriatéw.

1.4. Wysilek przekroju preta

Metode przecigé zastosujemy obecnie do konstrukcji pretowej (rys. 1.4a), ktorej
mys$lowe rozcigcie, z reguly prostopadle do osi prgta, uzewnetrznia w nowo powstatych
przekrojach A’ i A" uklad sit AW, AW,, ... (rys. 1.4b). Wartosci tych sit w poszczegdlnych
punktach przekroju 4’ czeéci I nie sg znane. Jakie by jednak one nie byly, mozna je zre-

Rys. 1.4. Wysiltek przekroju konstrukcji pretowej

dukowaé do §rodka ciezkosci O’ tego przekroju. W wyniku otrzymamy, ogdlnie biorac,
wypadkowa site W; i wypadkowy moment M;. Ten zespét W;i M, nazwiemy wysilkiem
przekroju A', a sama site W, 1 moment M, elementami wysilku tegoz przekroju. Podobnie
W,y i My zwiazane z punktem O” sg elementami wysitku przekroju 4" czgéei I1. Z wila-
snosci sit AW wynika, ze elementy W i My sa odpowiednio przeciwne do elementow
Wiy i My.

Elementy wysitku W; i M;, jako wypadkowe ukladu sit AW, zapewniaja réwnowage
czesei I, jako odrebnego ciata. Aby tak bylo, sity W; i P, musza tworzyC parg sit, a mo-
ment M, musi byé przeciwny do momentu sity P; wzglgdem punktu O’, jego wektor
zatem jest prostopadly do plaszczyzny OEF, ma warto$¢ P, r, a zwrot jak na rys. 1.4b.
Na ogét wyznaczenie wysitku przekroju'® nie jest tak proste i wymaga sformulowania

M) Wprowadzone okreslenie ,,wysilek przekroju” oddaje wiernie aktywna rolg¢ przekroju w za-
pewnieniu rownowagi badanej czeéci ciala. Oddaje ono réwniez to, ze wynik redukcji sit AW jest zes-
polem wypadkowejsity Wi wypadkowego momeatu M. Pojecie ,,wysilek przekroju’” ma swoj odpowied-
nik w innych jezykach (ros. —cuaosetii gaxmop, franc. — effort) i jest bardziej zwarte, niz uzywane do-
tychczas w naszej literaturze okreslenia ,,wypadkowa sil wewngtrznych w przekroju” lub ,.gléwny wektor
sil wewnetrznych w przekroju i moment gldwny sil wewnetrznych w przekroju”.
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réwnan réownowagi. W takim przypadku wysitek przekroju przedstawiamy nie przez
wypadkowa sile W i wypadkowy moment M, lecz przez ich skltadowe w prostokatnym
ukladzie x, y, z. Poczatek ukladu pokrywa si¢ ze srodkiem cigzkosci badanego przekroju,
0§ x jest styczna do osi preta, a osie y i z sa do niej prostopadte i leza w ptaszczyZnie prze-

Rys. 1.5. Przedstawienie wysitku przekroju przez skladowe

kroju (rys. 1.5a). Skladowe sity W na te osie sa odpowiednio N, T, T;. Sktadowa N dzia-
lajacg wzdluz osi preta nazywamy sita wzdluzng lub normalng, skladowe T, i T, sitami
tngcymi lub poprzecznymi. Niekiedy taczymy sity 7, i T, w jedna wypadkowa sile tngca T

T =Y 1T (a)

Rozktadajac podobnie wektor momentu M na osie x, y, z mamy sktadowe momenty
M,, M,, M, (rys. 1.5b), z ktérych pierwszy o wektorze pokrywajacym si¢ z osig preta

linia F6 | 80
os y|IFB
4 FBO=90°

Rys. 1.6. Okreélenie sktadowych wysitku przekroju z réwnan rownowagi
Ustréj z rys. 1.4 narysowano schematycznie zostawiajac jedynie fragmenty w otoczeniu myslowego przekroju A.

do punktu D

nazywamy momentem skrecajacym, pozostale, tj. M, 1 M, o wektorach prostopadtych

do osi x nazywamy momentami gnacymi." Niekiedy faczymy momenty M, 1 M: w jeden
wypadkowy moment gnacy M,

M, =yM2+M?2. (b)

) Cgzesto sktadowe momenty przedstawiamy zakrzywionymi strzalkami w ptaszczyznach ich dzia-

lania (rys. 1.5¢). I tak moment M, dziata w ptaszczyZnie xz, jego wiec obrazem jest zakrzywiona strzal-
ka w tej plaszczyznie.
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Dla wyznaczenia szeciu skladowych wysitku, tj. N, T, T,, M,, M,, M,, badaneg;)
przekroju formulujemy sze$¢ réwnan réwnowagi badanej czesci konstrukcji (rys. 1.6),
a mianowicie trzy réwnania réwnowagi sumy rzutéw:

N+YP. =0, T,+>P,=0, T,+>.P, =0, (1.1)
oraz trzy réwnania réwnowagi momentow wzgledem osi x, y, z:
M, +>Mp=0, M,+>M,p=0, M, +>M,,=0, (1.2)

gdzie P, P,, P, oznaczaja odpowiednio sktadowe sit zewnetrznych na osie x, y, z, M,p,
M,p, M.p ich momenty wzgledem odpowiednich osi, a sumowanie obejmuje wszystkie
sity zewngtrzne (czynne i bierne) dziatajace na czg$¢ badana. W konkretnym przypadku
jedyna sita zewnegtrzng dla czgéei I jest sita P,, ktdrej skladowe na osie x, y, z sa: P, =
= —~Pycosa, P, =0, P, = P,;sina. Réwnania (1.1) i (1.2) przyjmuja postaé

N—-P,cosa=0, T,4+0=0, T,+P,sina=0, ©
Mi—P,a=0, M,—P,x,=0, M,-P,a=0, (@

skad mamy skladowe wysitku przekroju 4’ czesci 1
N = P, cosa, T,=0, T,= —P,sinaq,
M;=Piasine, M,=P x,sina, M,=P acosa.

(e)

Ujemna warto$¢ jakiej$ sktadowej, np. T,, oznacza, Ze w rzeczywistoéci ma ona zwrot
przeciwny do zalozonego. Analogicznie mozemy napisa¢ réwnania (1.1) i (1.2) dla skta-
dowych N, T,, ..., M, wysitku przekroju 4" czeéci II. Potrzeba jednak taka nie istnieje,
gdyz wiemy, ze te skladowe sa przeciwne wzgledem podanych wzorami (e). Wynika stéd,
ze wysilek przekroju mozna wyznacza¢ z warunkéw réwnowagi jednej lub drugiej czesci
myslowo rozcigtej konstrukeji. Wniosek ten wykorzystujemy w obliczeniach piszac réwna-
nia (1.1) i (1.2) dla tej czesci, dla ktérej maja one prostsza postaé.

Przy formutowaniu réwnan (1.1) i (1.2) nalezatoby uwzglednié, ze konstrukcja poddana
obciazeniu jest odksztalcona. Wplywatoby to na ustawienie sit zewnetrznych, polozenie
myslowego przekroju A i w wyniku odbitoby si¢ na wartosciach P, ..., M,p. W praktyce
Jednak okazuje sig, ze odksztalcenia cial sq na 0gét bardzo mate w poréwnaniu do pierwot-
nych wymiaréw i z malym bledem (rzgdu promille) mozemy réwnania réwnowagi (1.1)
i (1.2) formulowaé tak, jak gdyby obcigzone cialo mialo postaé pierwotng. Powyzsza reguia
w.ymiaréw poczgtkowych stanowi zasadnicze zatozenie w wigkszoséci zagadnien. Reguly tej
nie stosuje si¢ w zagadnieniach statecznosci (rozdz. 15) oraz w bardzo rzadkich przypad-
kach, gdy nawet male odksztalcenia zmieniaja w istotny sposéb prace ustroju.

Istotna roznica migdzy badaniem wysitku przekroju w nauce wytrzymalogci materia-
low a badaniem réwnowagi ciala w statyce tkwi nie w metodzie, lecz w ilosci. Badanie
rownowagi pewnego ciata (rys. 1.4a) na gruncie statyki polega na ogdt na Jednokrotnym
wykonaniu tej czynno§ci. W wytrzymatosci materialéw chcemy znaé dla tego samego
ciata wysilek nie jednego przekroju 4, lecz szeregu przekrojéw. Za kazdym przy tym kolej-
?ym rozci¢ciem mamy inny obiekt. Widaé to z rys. 1.6, gdy zmieniamy odleglosé S5E
1z wzordw (e), gdzie M, jest funkcja tej odlegtosci. Ta odmiennosé podejscia jest koniecz-

2 Wytrzymalosé materiatow
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na, gdyz od wysitku przekroju zaleza sity AW w punktach przekroju, a od nich z kolei
zalezy bezpieczenstwo. :

Przedstawienie wysitku przekroju przez sktadowe N, T, M, i M, (rys. 1.5) umozliwia
klasyfikacje tzw. prostych przypadkéw pracy prela. Jesli w badanym przekroju istnieje
tylko sita normalna N, to moéwimy, ze w tym przekroju pret pracuje na rozcigganie lub
$ciskanie, zaleznie od tego, czy sita N dziala na zewnatrz, czy do wewnatrz badanej czgsci
preta. Jesli w przekroju dziata tylko M,, to méwimy, ze w tym przekroju pret pracuje na
skrecanie. Wreszcie, gdy dziala tylko moment M, (wzér b), wowcezas taki przypadek
nazywamy czystym zginaniem. Te proste przypadki cechuja si¢ tym, ze moga one obejmo-
waé nie jeden przekrdj, lecz wszystkie przekroje na odcinku preta o skonczonej dlugosci.
W odréznieniu od tego, dzialaniu sity T towarzyszy zZawsze pojawienie si¢ momentu M,
w sasiednich przekrojach. Z tego powodu dziafanie sity tnacej 7 traktujemy lacznie z istnie-

niem odpowiedniego M, jako tzw. zginanie poprzeczne. Ten ostatni przypadek jest

prostym przykladem tzw. wytrzymalosci zlozonej, do ktérej zalicza si¢ réwniez przypadki

jak na tys. 1.6.

Zadania

1. Na watek (rys. 1.7a) dzialaja wzdluz osi watka sity P =10 kN, 2P = 20kN i révynowaiqca je
reakcja Rc. Wyznaczyé wysitek przekrojow a-a i b-b.

Odp. N, =10kN, N, = 30 kN. Pozostale skladowe wysitku rowne zeru.

2. Walek z dwiema poprzeczkami (rys. 1.7b) obciazono réwnowazacymi sig grupami sit P, = P, =
— 5 kN. Znalezé wysilek przekroju a-a dla czesei waltka na lewo od tego przekroju.

a) b) b=10cm, c=5cm
i = = @d=3cm
I Y | |y T | S
PO e s e e ] e Y=
P aj ) Re [ A a IOU
J-*I-Zf}cm»«—!f?;ﬂcm——»- P e [=30cm——> )

Rys. 1.7.

Odp. Sita N, = 10 kN (rozciagajaca); moment M, = 250 Nm, zwrot przeciwny niz na rys. 1.5c.
Pozostale sktadowe wysitku réwne zeru.

3. Powtorzyé zadanie 2, gdy sita P2 zmieni zwrot na przeciwny.

Odp. Wysitek przekroju ma tylko sktadowa M, = —750 Nm.
korzystamy czgsto # wierdzenia, ze ,kazdq sile dzialajqca na cialo sztywne
. Czy to twierdzenie jest stuszne dla zagadnien wytrzy-
adzie (rys. 1.7a), raz — gdy sily P i 2P dzia-
P i Re sila 2P jest przesunigta do pun-

4. W mauce statyki
mozna dowolnie przesuwat wzdinz jej linil dzialania”
matosci materialéw ? Rozumowanie przeprowadzi¢ na przykl
laja tak, jak to podano, drugi raz, gdy przy nie zmienionych
ktu A.

Odp. Twierdzenie nie jest sluszne,
przekrojow. W konkretnym przykladzie wysilek przek
i warunki pracy preta na odeinku AB sa inne niz poprze
maloci materialéw nie wolno zmieniaé punktow zaczepienia si
czeste bledy u studentow.

albowiem przez zmiang punktu zaczepienia zmienia sig wysitek
roju a-a jest raz Ny = P, drugi raz N, = 3P
dnio. Wynika stqd; 7e w zagadnieniach wytrzy-
1. Nieznajomosé tego wniosku powoduje
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1.5. Definicja naprezen. Stan napiecia

Jak JUZ powiedziano, wewnetrzne sily AW (rys. 1.3) rozlozone sa w sposéb ciagly na
polu my'slowego przekroju. Wielko$¢ sity AW zalezy wigc od wielkosci tego pola. Aby
otrzyma¢ wlasciwa miare sit wewngtrznych na polu przekroju, wprowadzamy pojecie

Rys. 1.8. Okreslenie napre¢zenia wypadkowego p i skltadowych o i 7

natezenia tych sil,' tzw. naprezenie. Jesli w mySlowym przekroju ciala (rys. 1.8a) na elemen-
tarne: p.ole AA dziata sita AW, to srednim wypadkowym naprezeniem p,, nazwiemy wektor
wspotkierunkowy z AW o wartosci

P = AW[AA, (a)

Zmniejszajac wymiary (szeroko$¢ i wysoko$é) pola A4 mamy w granicy wypadkowe
naprezenie p W punkcie B o wartoéci
= Jim L
P= a0 A Ve
o kieru.nku i zwrocie takim jak elementarna sita AW. Podstawowsa jednostka naprezenia
w przyjetym od 1966 r. w Polsce ukladzie jednostek SI (metr, kil
. , kilogra
jest paskal (Pa): T
1 Pa=1 N/m2. (b)
D.la praktyczr}ych .zastosowaﬁ jednostka ta jest zbyt drobna i dlatego postugujemy sie
wielokrotnoécia milion razy wieksza, tj. megapaskalem (MPa):
1 MPa = 10° Pa = 10° N/m?. (c)
W uiy.wanym jeszcze przejsciowo technicznym ukfadzie jednostka naprezenia jest kilo-
g’r'flm sity na kwadratowy centymetr. Jest ona zwiazana z nowymi jednostkami zalezno-
$cia
1 kG/cm? = 0,0981 MPa ~ 0,1 MPa. (d)
' Pojqcie wypadkO\.)vego naprezenia stosujemy bardzo rzadko. Zazwyczaj postugujemy
si¢ jego skfadowymi (rys. 1.8b), z ktdérych skladowa o, prostopadla do przekroju
g=pcosc, (1.4a)

nosi nazwe naprezenia normalnego, podczas gdy druga skladowa 7 dzialajaca w plasz-

2%
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czyznie przekroju,
7 = psina, (1.4b)

nazywa si¢ naprezeniem stycznym. To ostatnie rozktadamy z kolei na dwa skiadovs.'e na-
prezenia styczne: t, i T, zorientowane w kierunkach osi y i z obranych na przekroju.
Nalezy zaznaczyé, zc definiowanie naprezenia jako wektora w danym punkcie cial.a
jest dopuszczalne tylko wtedy, gdy mySlowy przekroj traktujemy jako staly, to zna(fzy n.1e
dopuszeczamy innego poprowadzenia przecigcia przez ten punkt. Jesli to ogratmczeme
usungé (rys. 1.9), to otrzymamy rézne wypadkowe naprezenia p’, p’’, p'’’ i rozne 1ch. skle}-
dowe ‘o', ..., 7", Jest to oczywiste, gdyz réznym przekrojom towarzyszy przecinanie
(mys$lowe) réznych wigzow laczacych punkt B z otoczeniem, przy czym sity w t.ych vsfiqzac.h
moga byé bardzo rézne. PoniewaZ przez dany punkt B mozna poprowadzi¢ nieskorczenie

Rys. 1.9. Odmienno$¢ naprezen zaleznie od sposobu przecigcia

wiele Téznych przekrojow, zatem w wyniku mamy cala mnogos¢ réznych wektoréw p
tworzacych tzw. stan napigcia w danym punkcie B. Analiza tego stanu podana jest w rozdz. 7.

Okreélenie wartoéci ¢ i © w poszezegdlnych punktach przekroju jest podstawowym
zadaniem w wytrzymatosci materiatéw. Jest ono w pewnym sensie odwrotne do znanego

a) b) Mdane x W dane

|pua=2?

. . B
dana powierzchnia Y

dany rylowy przekrd) claie

Rys. 1.10. Tlustracja podstawowego zadania wytrzymatosci

z mechaniki ogdlnej szukania nieznanej wypadkowej sity W i momentu M dla znanych
obciazen p(y, z) roztozonych w sposéb ciagly na danej powierzchni (rys. 1.10a). W wy-
irzymalos$ci materialdw znamy wysilek przekroju, tj. wypadkowe Wi M (rys. 1.10b),
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a szukamy p(y, z) pod postaciq jego skladowych 6(y, z) i ©(y, z). Jest rzecza jasna, ze dla
rozwiazania tego zadania musimy znaé charakter® rozkladu ¢ i 7, inaczej bowiem odpo-
wiedZ nie bylaby jednoznaczna. Takie informacje moze da¢é tylko zbadanie odksztalcen.

1.6. Definicja przemieszczen i wzglednych odksztalcen

Przy badaniu odksztalcen konieczne jest najpierw okreSlenie ich miary. Zaktadamy,
e przed obciazeniem badane cialo jest unieruchomione. Po obciaZeniu na skutek odksztal-
calnoséci materiatu poszczegdlne punkty ciala zmienia swoje polozenie, na przyktad punkt B
zajmie potozenie B’ (rys. 1.11). Wektor BB’ laczacy pierwotne i koficowe polozenie tego

Z)

Rys. 1.11. Okreélenie przemieszczen: wypadkowego BB i sktadowych w, v, w

samego pupktu ciata mazywamy przemieszczeniem punktu. Rzuty tego wektora na stale
osie x, y, z nazywamy skladowymi przemieszczeniami punktu i oznaczamy odpowiednio
przez u, v i w. Przemieszczenia te s3 na ogét bardzo male w poréwnaniu do wymiaréw
ciala, znajomo$é ich jednak jest wazna w zagadnieniach praktycznych.

Rys. 1.12. Definicja wzglednych odksztalcen i kata odksztalcenia postaciowego

Same przemieszczenia nie daja jeszcze obrazu intensywnosci zmiany wymiaréw 1 postaci
w poszczegdélnych miejscach ciala. Miarg taka otrzymamy badajac zmiang, jakiej przy
obciazeniu doznaje badz wybrany odcinek 4B, badz pierwotnie prosty kat CDE (rys. 1.12a).
Jesli odcinek AB przejdzie po obciazeniu w polozenie A'B’ zmieniajac przy tym swa

(1) Na przyklad, ze o jest liniowa funkcja v i z, a 7 jest prostopadle i proporcjonalne do OB itp.
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dhugoéé z s na s+As, to intensywno$¢ zmiany wymiaréw liniowych okreslimy jako
£y = As/s ()

i nazwiemy ja Srednim wzglednym wydluzeniem odcinka AB. Aby lepiej oddaé sytuacje
w bezposrednim otoczeniu punktu A, skracamy dtugosé s odcinka AB. Graniczna wartos§¢

e =lim 2> (1.5)
s»>0 §

jest lokalna intensywnoscig zmiany wymiaréw liniowych i nosi nazwe wzglednego wydlu-
senia w punkcie A w obranym kierunku AB. Widaé, ze wielkosé ¢ okreSlona jest liczba
oderwana. Jej warto§¢ jest na ogét matym ulamkiem i dlatego podaje si¢ ja w procentach
lub promillach. Jest oczywiste, ze okreélenie wartoéci ¢ dla jednego obranego kierunku 4B
nie daje pelnego obrazu wzglegdnych odksztalcenn w otoczeniu punktu 4. Taki obraz otrzy-
mamy, jesli beda znane wartoéci & we wszystkich mozliwych kierunkach wychodzacych
z punktu A.

Druga niezalezna od & miarg intensywnosci odksztalcenia jest zmiana kata pro-
stego CDE. Zal6zmy, ze przed odksztalceniem w otoczeniu punktu D atomy znajduja si¢
w wezlach prostokatnej regularnej siatki (rys. 1.12b). Po obciazeniu (rys. 1.12¢) zmieniaja
sie na ogét nie tylko odstepy atomow, lecz i postaé siatki na ukos$nokatna. Ta Zmiana
postaci oznacza przesunigcie warstw atoméw po sobie, tzw. poslizg. Okazuje sig, Ze Zmiana
sit miedzyatomowych towarzyszaca poslizgowi jest tego samego rzedu co 1 zmiana sit przy
zmianie odlegtoéci atoméw. Miara tego poslizgu jest kat y przedstawiajacy zmniejszenie
kata pierwotnie prostego. Kat y moze by¢ migdzy réznymi warstwami atomow rézny, aby
wiec $cisle odda¢ lokalny poslizg, nalezy ramiona CD i DE wzig¢ jak najkrétsze. Dla
materiatu jednorodnego odpowiada to przejéciu do granicy

y = lim (¥ CDE— <« CDE). (1.6)

CD—0, DE—>0

Tak okreslony kat y nazywamy odksztalceniem postaciowym. Kat ten wyrazamy w ra-
dianach. Podobnie jak i ¢ jest on liczba oderwana tego samego rzedu co i e.

Pelny obraz odksztalcen postaciowych w otoczeniu danego punktu D otrzymamy,
gdy beda znane katy y przy wszystkich mozliwych (w przestrzeni) ustawieniach ramion CD
i DE. Przez analogie do stanu napigcia (art. 1.5) stanem odksztalcenia w danym punkcie
nazwiemy cala mnogo$¢ wartosci £iy odpowiadajacych catej mnogosci kierunkéw i potozent
pierwotnie prostego kata zwigzanych z tym punktem. Analiz¢ tego stanu podano w rozdz. 7.

1.7. Prawo Hooke’a w przypadku rozciagania

Wprowadzone pojecia naprezen i wzglednych odksztalcenn sa od siebie zalezne. Te¢
zalezno$é przesledzimy na przyktadzie najprostszego zagadnienia wytrzymatosci mate-
riatéw. Jest nim rozciaganie pryzmatycznego preta zachodzace wtedy, gdy pret ten obcig-
zony jest na koricach dwiema przeciwnymi sitami P (rys. 1.13a). W przypadku tym stwier-
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dzono doswiadczalnie, Ze 0§ preta zostaje prosta, pret zwigksza swa dlugo§¢ i pomiarowy
odcinek CD o diugosci / ma po obcigZeniu dlugo$¢ I+ Al Ponadto zaobserwowano, ze
narysowana na bocznej powierzchni preta prostokatna siatka o bokach odpowiednio
réwnoleglych i prostopadtych do osi preta (rys. 1.13b) zostaje po obciaZeniu prostokatna,
nie zmienia swej orientacji wzgledem osi preta, zmienia natomiast swe wymiary i to nie
tylko w kierunku wzdtuznym, lecz i poprzecznym. Okazuje sig, ze jednakowe przed obcig-
Zeniem oczka siatki zmieniaja si¢ tak samo. Ustalono réwniez, Ze w pewnych granicach

a) przed obcigZeniem b) przed cbcigieniem
ek la la_/
....... =t --——-——-—-—4;;_::::::» T d o )
C a 0 [ | I -4 A
| L i i
o i1 g
i po obcigZeniu o Y s e e e B
P !a P S—;——-—:————:——-?—.i—g—— -Ir-— I:j
C__—EJ}_C”__m___H—D_}E:J} la N o obcigzeni
T p gzeniu

Rys. 1.13. Odksztalcenia pryzmatycznego preta rozciaganego

a) obraz preta przed odksztalceniem i po odksztalceniu; b) obraz deformacji bocznej powierzchni preta.

obcigzeri dla wigkszoéci materiatéw konstrukcyjnych wydtuzenie Al jest proporcjonaine
do obciazenia P i dlugosci /, odwrotnie proporcjonalne do pola 4 poprzecznego przekroju
preta, nie zalezy natomiast od postaci przekroju (kolo, prostokat itp.). Ta do$wiadczalna
zalezno$é przy wprowadzonych oznaczeniach ma posta¢

Pl

A= o (1.7)

i nosi nazwe wzoru Hooke’a. Wspélczynnik proporcjonalnoéci E przy ustalonych warun-
kach do$wiadczenia, jak na przyklad stalej temperaturze, zalezy tylko od rodzaju mate-
riatu preta i nosi nazwe modulu sprezystosci wzdluznej lub modulu Younga.
Przeksztalémy wzér Hooke’a wprowadzajac pojecia naprezenia i wzglednego wydtu-
Zenia. Poniewaz odksztalcenia jednakowych kratek siatki sa jednakowe, zatem wzgledne
wydluzenia w kierunku osi preta sa jednakowe na calej dtugosci i sa rowne

e = Alfl, (1.8)

bez potrzeby stosowania wzoru (1.5). Wzor (1.8) okresla ¢ dla kazdego wzdiuznego ele-
mentu preta”. Wynika stad, Zze wszystkie te elementy znajduja si¢ w jednakowych wa-
runkach. Wobec tego intensywno$é sit wewnetrznych, czyli naprezenie, jest we wszystkich
punktach przekroju a-a to samo i ma warto$¢ o (rys. 1.14a). Elementarne sily wewnetrzne
sa 0 d4, a ich wypadkowa N, jest sita normalna do przekroju, réwna

N,=>0dA =0).d4 = 04, (a)

() Gdyby odksztatcenia & w rdzeniu preta byly inne niz na powierzchni bocznej, wowczas ksztalt
przekroju musialby mie¢ wplyw na Al Faktu takiego nie obserwuje si¢ w doswiadczeniach.
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i przechodzi przez $rodek ciezkosci przekroju. Z drugiej strony sita N,, jako wysilek
przekroju, utrzymuje w réwnowadze myslowo odcigta cze$¢ preta i musi byé rowna P.
Stad otrzymujemy

N. _ P (1.9)

jako warto§¢ normalnych naprezen przy rozciaganiu.
Wstawiajac (1.8) i (1.9) do (1.7) otrzymujemy prawo Hooke’a
s=% lub o = Eg, (1.10)

wyrazajace ogélna zalezno$¢ fizyczna oderwana od wymiarow preta. Sens tego prawa
zrozumiemy rozpatrujac plasterek preta (rys. 1.14b) wycigty poprzecznymi przekrojami

a) przekrdj b~b

a

Rys. 1.14. Okreslenie naprezen przy rozciaganiu

a-a i b-b i podzielony wzdluznie na szereg kostek. Kazda kostka ma wydluzenie & w kie-
runku prostopadlym do tych Scian, na ktérych istnieja naprezenia normalne ¢. W takim
ujeciu wielkosci o i & nie wiaza sie z pretem, lecz z elementarng kostka i pewnym jej prze-
krojem® (Sciang). Uwzgledniajac ponadto, ze wzér Hooke’a stuszny jest tylko w pewnych
granicach obcigzen, prawo Hooke’a wyrazimy moéwiac, ze w pewnym zakresie wartosé
naprezenia normalnego do przekroju jest proporcjonalna do wartosci wzglednego wydluzenia
w kierunku prostopadlym do tego przekroju.

Z wzoru (1.10) wida¢, ze modut Younga E wyrazony jest w tych samych jednostkach
co i naprezenie o, a wigc w MPa lub kG/cm?. Tenze wzor daje mozno$¢ wyznaczenia
modulu Younga, jesli z do§wiadczenia (wedlug schematu z rys. 1.13) znane sa odpowia-
dajace sobie wartoéci o 1 ¢. Niektére wartoéci modutu E podaje tabl. 1.1.

Zaleznosci (1.7)=(1.10) stuszne sa réwniez przy Sciskaniu pryzmatycznego preta,
gdy sily wzdluzne P (rys. 1.13) dziataja nie na zewnatrz, lecz do wewnatrz preta. W takim

(1 To jest powdd innego nazwania zaleznosci (1.7) i (1.10).
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Przyp.adku nastepuje skrécenie 0 Al odcinka CD oraz skrécenie wzgledne ¢, ktére traktu-
jemy jako wartosci ujemne. Podobnie jako ujemne traktujemy sile $ciskajaca N, = Pina-
pr'Qienie o, ktérych zwroty sa przeciwne niz na rys. 1.14a. Modul Younga przy $ciska-
niu dla wigkszosci materialdéw ma t¢ sama warto$¢ co i przy rozciaganiu.

- Tablica 1.1
Mechaniczne wiasnosci materiatow?
(wybrane przykladowo)
Materiat - v o R S
[ MPa | MPa MPa %
stal® St 38 ' i
(~0,18% C 2,06-105 0,29 |
b %G J A | 235 37046
~0,5%, Mn) . & : =
. e - H
stal sprezynowa®® n
60 SGH 2,08-10° 0,30 ~1250 ~ 1400 7
stop Al-Cu ' e~
(dural D 16) 7,0 -10¢ 0,34 320 460 17
stop Cu-Sn X
P =l i) 1,0+1,1-10° 0,32 350 480 1
| szkto potasowe | | 3
| (Zwykie) 6,0-6,5-10* 0,23 - 7090 ~0
bakelit B TR
(zywica fenol-formald.) | 3,5+4,0-10° 0,37 - 80 =

M W ukladzie jednostek SI: 1 MPa = 1 Megapaskal = 10° N/m? ~ 10,19 kG/cm?
) Wedtug PN-61/H-84020. l
3 Wedlug PN-65/H-84032.

’Na} zakonczenie oméwimy kwesti¢ odksztalcen w kierunku prostopadiym do osi preta.
Doswiadczenia wykazuja, ze przy rozciaganiu poprzeczne elementy prostopadle do osi
prQ’Fa ulegaja skroceniom, a pret zweza si¢ w kierunku poprzecznym. Jeéli z tych skrécen
9b11czyé wzgledne skrdcenia ¢,, to okazuje si¢, ze dla materiatéw izotropowych sa one
Jednakowe we wszystkich kierunkach prostopadlych do osi preta. Stwierdzono, ze gdy
s{uszr?e Jest prawo Hooke’a, wéwczas ¢, jest proporcjonalne do e. Te fakty do$wiadczalne
ujmujemy w zalezno$¢

ag & PO WO
Ep= —VE==VE (1.11a)

gdzie.v—wspélczynnik proporcjonalnosci, tzw. liczba Poissona, a znak minus wyraza
Ze €, 1 € sa przeciwnych znakow. Sens tej zaleznosci jest podobny do podanego przy oma-
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wianiu prawa Hooke’a i polega na stwierdzen

na dwdéch swych §cianach d i 1y s
nym kierunku prostopadtym do tych naprezen. Wartosct v, ja

materialéw uwazanych za izotropowe zawarte W przedziale

1. Wiadomosci podstawowe

iu, ze kazda elementarna kostka poddana

ziataniu naprezen o (rys. 1.14b) doznaje skrécenia &, w dowol-
k widaé z tabl. 1.1, sa dla

0<v<0,5. (1.11b)

Zadania

1. Rozciagany pryzmatyczmy pret (4 = 4 cm?) wykonany ze stali niskO\fVleowej :vykazuje wy-
d}ui(:.nie e = 0,25%/00. Jakie jest maprezenie W precie i jaka jest sila rozciagajaca pret?

C 2%
Odp. o = Ee = 2,06-10°:0,25-10~% = 51,5 MPa = 525 kGJem?, P = o4 = 51,5-10° N/m*>
% 4,10-* m? = 2060 N = 2,06 kN.

a) l,=40cm lp=60cm b) , " gé preta .
. ——— ————————— " | L
P 2 o= ———
Q:i:_ T <:L':\L al B HFo
stal’ A=4cm?  dural O B s
Rys. 1.15. e
le

15a) rozciagany sitami P = @8 12 sklada sie z odcinka stalowego (s)

G e alne, wydtuzenie wzgledne i cal-

i duralowego (d). Wyznaczy¢ w kazdym z odcinkow naprezenia norm
kowite wydtuzenie preta. ]
0dp. o, = 04 = 10> MPa = 1020 kG/cm?, & = 0,48-1073,
= 1,05-10-' cm = 0,105 mm? .
3. Jaki jest modut sprezystosci i liczba Poiss
. . e u sita P
= 4 ¢m?), ktory przy osiowym $ciskaniu st . .
— 0,210 mm, a ktérego bok kwadratu wydluzyt sig o 0,014 mr;l?
0dp. o = —150 MPa = —1530 kGjem?, ¢ = —2,10-1077,
0104075 pi= —6yjE = 0,33, e I Udowodnié,
4. Pryzmatyczny [;er obciazono sitami P przy}ozogyml rr}lmosr'od?wo (r?'sl:n1.15b).
ze rozklz;d naprezen normalnych o w przekroju a-a nie moze byc.rownc{mw' y.érodowa e,
Odp. Przy o = const wysitek przekroju jest sita normalna N,. Siia -N,, i r.rnmg1 o
daja rownowagi (niezrownowazony moment Pe). Zatozenie ¢ = const jest wigc bicdne.

£y = 1,43:1073, Al =ei+egl =

ona materiatu preta o przekroju kwadratowym 4=
_ 60 kN skrocit sie na dlugosci / = 10 cm o Al =

E = o/e = 1,15-10* MPa, ¢, =

1.8. Wykres rozciagania

Jak wynika z do$wiadczen nad rozciaganiem materialow, _prawo. Hook'e .a n]w_zm{
stosowaé tylko do pewnej wartosci NAPIGZEN Gyrops 1ZW. granicy pmpm‘,q,;omrhw?c:. iﬂ LZI‘L(:_]
od rodzaju materiatu. Przy naprezeniach wigkszych od Tpron ?al.eznosc a = i i(_s) S .1_1:. :VQI
nieliniowa, a mianowicie naprezenie ¢ przyrasta wolniej, nizby to wynikalo z prawa
Hooke’a. : . L o)

Calg zalezno$é o = f(e) przedstawiamy zazwyczaj w postaci wykresu. Dla stali( tmskA
weglowej (0,15--0,25%,C) wykres taki® ma posta¢ wedtug rys. 1.16a. Poza punkiem

. . . . . B, B r X
(1 Na tym wykresie podziatka ¢ nie jest réwnomierna. Orientacyjne odcigte punktéw A4,

C 53 €4 N 10/00, Ep R 2+30/00, egr 7 15—:'250/00, Ec N 1800/00.
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odpowiadajacym granicy proporcjonalnosci, drugim charakterystycznym punktem jest
punkt B, w ktérym odksztalcenie ewzrasta przy o = const = R,. Wartoéé R, nazywa sie
granicq plastycznosci, a samo zjawisko wzrostu e przy o = const jest tzw. plynigciem
materialu. Wigze si¢ ono ze zmianami mikrostruktury materialu w postaci mikrosko-
pijnych poélizgéw nie znikajacych po odciazeniu i dajacych w wyniku wydluzenie trwate
(plastyczne). Gdy ¢ = 0,,,,, poslizgi te sa bardzo rzadkie, ich liczba jednak gwaltownie,
a nawet lawinowo, rosnie, w miar¢ gdy ¢ > R,. Pojawienie si¢ odksztalcenn trwalych
jest wige procesem postepujacym stopniowo. Z tego powodu granica sprezystosci i
czyli ta warto$¢ naprezenia, przy ktdrej nie ma jeszcze odksztaleeri trwatych, jest pojeciem
umownym. Zalezy ona od dokladnosci pomiaru® i rzadko kiedy jest podawana w ta-
blicach. W odréznieniu od tego granica plastycznosei, jako wyraznie zaznaczona, poda-
wana jest powszechnie (tabl. 1.1).

a) g, stal niskowgglowa 0]15% C b) o stop Al-Cu4
ij% MPa (durat)
L & 0
il L 400 e
- ;
300F " g 300(- /
oW 8
M | /1
A= | /
200-)_’i 1 ‘ ;r‘;*.' QE‘ w0 ] o
) ‘ v'fi-'l Al .}
el al !fjl bm "-?E'
= Sl !
100 bgi,g‘r ,‘? ‘ 100} /
| ]
{ I |
F €% [ | 0.2% e

Rys. 1.16. Typowe wykresy rozciagania

Tworzenie sig¢ po$lizgéw w pewnym ich stanie doznaje zahamowania. Jest to tzw. unioc-
nienie materialt (odcinek B'C), w ktérym dla zwigkszenia ¢ trzeba réwniez zwigkszyé o-
Tempo wzrostu o, tj. warto$¢ da/de, jest tu znacznie (kilkaset razy) mniejsze niz na odcin-
ku OA. Szezytowe naprezenie R,, (punkt C) nazywamy dorazng wytrzymalosciq materiatu
(tabl. 1.1). Nalezy zaznaczy¢, ze wydtuzenie ¢ az do tej fazy préby (punkt C) jest réwno-
mierne dla calego preta (probki). Te sama ceche ma tez gestosé poslizgdw nie wykazujaca
zadnej wyraznej koncentracji. Poczawszy od punktu C (odcinek CD) nastepuje kon-
centracja poslizgédw w jednym miejscu prébki, czemu towarzyszy pojawienie sie lokalnego
przewgzenia (szyjki), konczace si¢ zerwaniem prébki (punkt D).

W przedziale trwalych odksztaleen (R, < ¢ < R,,) wystepuje ciekawe zjawisko pod-
niesienia granicy sprezystosci. Jesli mianowicie proces obcigzania przerwaé w punkcie
E (¢ > R.), to proces odciazania przebiega po linii prostej EF réwnoleglej do OA. Catko-
witemu odciazeniu (¢ = 0) odpowiada trwale odksztalcenie OF. Powtérnemu obcigzeniu
tego preta odpowiada ta sama linia FE, niemal az do punktu E; po czym dalszy przebieg

1 To samo dotyczy 0,0, Umownosé tych pojeé znalazia odzwierciedlenic w normach, na przy-
ktad w normie PN Polskiego Komitetu Normalizacyjnego pt.:Scisla proba rozciggania.
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aka bylaby bez tej calej operacji przerywania i wzna-
beiazenia nie doprowadza¢ az do punktu E, lecz przer-
ze po zdjeciu obciaZenia material wraca znowu d.o
o (0 > Ogp) Zachowuje Sig
e zjawisko. Jest ono szeroko

o = f(¢) jest po tej samej linii ECD, j
wiania obciazZenia. Jesli powtérnegc? o
wa¢é je w punkcie G, to okazuje sig, ' :
stanu F. Innymi stowy material w przedziale naprezen Q,
jak material sprezysty i na tym wla$nie polega wspomnian

systywane w technice. ' - S i
WykDﬂlraY\.\e'i}’e{,;kszoﬁ{:i metali i ich stopéw wykres rozciggania nie ma wyrazne-] .grfg.mcy zld
stycznoéci (rys. 1.16b). W takim przypadku jako umowngq granicg pfa.s'rg:fi-:nolic: (3 2 _pri:_]n 1

S 5 dksztalcenie &wate = 05274, Uzasadnien
je si aprezenie, przy ktérym trwale o : : :

?;ijij:' s]ifntgwg jisf 10, 7€ PIZY Eirwate = 0,2%, obraz zmian mikrostruktury jest poc.iobmlr{ do
obraiu zmian w materiale majacym wyraZng granice Re Punkt B repr;zer;;u];cyOEo :
odpowiada przecigciu linii EB réwnoleglej do OA z linia wykresu, pIzy Czy

= Eirwale — 0:201.:-

Jak powiedziano W
w kierunku poprzecznym. Zjawisko_to o}
sie, ze we wszystkich materia{acp izotropowyc
jednakowy przyrost Ae, skrécenia pOpIZecznego

Ae, =~ —0,5Ae. (1.12)

art. 1.7, wydtuzeniu w kierunku osi preta towarzyszy skrc')cem'e
bserwujemy réwniez, gdy R, <0 < R,,. Okazuje
h przyrostowi Ag wydluzenia towarzyszy

v &~ 0,5. To skré-

1 plastycznych liczba Poissona jest
g i g jest jednak mala

la A przekroju. Zmiana ta, ‘gdy 0 < R., ]
i dlatego w obliczeniach przyjmujemy A réwne pierwotnejmu polu pr;?e‘k‘rj(;]u. S
Podobne jak przy rozciaganiu wykresy o(e) otrzymujemy W przypa .uR m"e “;
Dla wigkszo$ci metali i ich stopéw wielkosci charakterystyczne Tprop> Tupr 1 Re m i‘ize‘
same wartoéci co i przy rozciaganiu. Odstepstwo od tego wyka‘.zujq rnat‘eriaty C{ r;mlkjtér;
jednorodnosci (zeliwo), o budowie laricuchowej (sztuczne Zywice), badz {matena Y,
przy rozciaganiu mie wykazuja odksztalcenia plastycznego (ccsinem_. dceg a):k‘ i
. i j /i edmiocie podaja podrgczniki :
Szezeodlowe informacje w omawlanym Prz : Lo
znawstwf badz podreczniki badania wlasnoéci mechanicznych. Jest to 'ufas:ldr:;on:{;cil;i
i i oéci y zaleza bardzo od skladu materiaiu 10Q prott
em posta¢ i wartoéci wykresu o(e) za . o t“
:‘;Lhnolfogicznycil zmieniajacych jego mikrostrukturg (walcowanie, obrébka cieplna itp.)

Innymi stowy w zakresie odk
cenie &, powoduje zmiang po

1.9. Wspélczynnik bezpieczenstwa

e B et 5 fazach rozciggania uczyniono Z na S lep
Opisujac zjawiska w réznych fa R, lub R, méwi o tym, czy jakie§ zjawisko

Ine, aby tym samym miernikiem, tj. war-
a. Przez analogig do takich
zalnego, jako maksymalne]

prezenia ¢ miernik,

ktérego wartoé¢ w stosunku do Tprop> Tsors

wystapilo, czy mie. Z tego powodu jest r:;tc;c‘mna : !

toscia naprezenia, objac réwniez zagac‘}m.eme bcz.plclczzns ‘:._.(.

poiet, jak Gprops Tsprs wprowadzamy })’G_]QCIG r?apr(:ze{ua opu ; e

warto§ci naprezenia, ktéra gwarantuje bezplec‘zna )cschzc prace e bl
Podstawowym warunkiem bezpieczenstwa jest to, zeby W rzeczy
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pracy konstrukcja nie miata odksztalceri trwalych, czyli zeby byla sprezysta®. Oznacza
to, ze w konstrukcji pracujacej na rozciaganie mozna by przyjaé wartos¢ naprezen dopusz-
czalnych réwna 6,0, Tak byloby w idealnym przypadku, gdyby $cisle byty znane napreze-
nia wyslgpujace w czasie pracy oraz wlasciwoéci materiatu. W rzeczywistosci tak nie jest.
Obciazenia zewngtrzne nigdy prawie nie sa dokladnie znane (na przyklad cisnienie spalania
w cylindrze silnika). Ponadto whasciwosci materiatu wykazuja pewien rozrzut. Z tych
i innych nie wymienionych powodéw przyjmujemy w praktyce naprezenia dopuszczalne
mniejsze od 0y,0,. Poniewaz jednak wyznaczenie granicy proporcjonalnosci nie jest latwe,
a sama wartos$¢ jej jest umowna, utarto sig¢ wyraza¢ napreZenia dopuszezalne k, jako pewien
ulamek wartosci R, badz R,,, czyli tych wielkoéci, ktére tatwo mozna okreslié. W formie
wzoru wyrazamy to, jak nastgpuje:

R lub %, = R , (1.13)

e n,

k.=

gdzie liczby n,, n,, sa wigksze od jednofci i nazywaja si¢ wspdlczynnikami bezpieczeristwa
odniesionymi odpowiednio do R, badZ do R,,. Dla metali plastycznych, a w szczegdlnosci
dla stali, bardziej uzasadnione jest stosowanie wspélczynnika n, oceniajacego bezpie-
czenistwo w stosunku do zjawisk wystapienia wyraZnych trwalych odksztalcer niedopusz-
czalnych w praktyce. Dla materialéw kruchych (zeliwo) uzywa si¢ wspélczynnika n,,.

Liczbowa warto$¢ n, czy n,, zalezy od dokladnosci, z jaka znane sa obciazenia ze-
wngtrzne, stopnia jednorodnos$ci materiatu, charakteru obciazefi (stale czy zmienne w cza-
sie), a takze od czynnikéw innej natury, jak jako$¢ technologii, warunki uzytkowania.
Wszystkie te czynniki zaleza od rodzaju maszyny, inne s bowiem warunki pracy turbiny
parowej, a inne koparki, samochodu czy samolotu. Z tego punktu widzenia wartosci
wspolczynnikow bezpieczefistwa podawane w wykladach czeici maszyn, badZz innych
specjalnych wyktadach, nalezy traktowac jako gwarancje bezpieczeristwa oparta na inZy-
nierskiej tradycji i praktycznych do$wiadczeniach. W wytrzymaloéci materialéw traktu-
jemy warto$ci wspétczynnikéw n, i n,, jako dane.

Podane wzorem (1.13) pojecie wspotczynnika bezpieczefistwa stosuje sie, §cisle biorac,
tylko do rozciagania lub $ciskania pryzmatycznego preta. W praktyce pojecie to zostato
ekstrapolowane na przypadki bardziej ztozone, gdy naprezenia sa w réznych miejscach
ciata rézne. Tok postgpowania polega na wyszukaniu w ciele takiego miejsca, w ktérym
dzialajg naprezenia ekstremalne i poréwnaniu ich z wartoécia, ktéra na podstawie badan
laboratoryjnych jest uznana za dopuszczalng. Taka metoda, szeroko stosowana dzieki
swej prostocie, nazywa si¢ metodq naprezen dopuszczalnych. Jest ona oparta na zalozeniu,
ze o bezpieczenstwie calej konstrukeji decyduje warto$¢ naprezenia w jednym jej miejscu.
Zalozenie to jest dyskusyjne. Istnieja bowiem liczne przypadki, gdy $ciste trzymanie sie
tego zalozenia dawaloby niepotrzebne przewymiarowanie konstrukcji. W szczegdlnosci
dotyczy to lokalnego spietrzenia naprezen (rozdz. 17).

Ten ostatni fakt dat impuls do oceny bezpieczefistwa tzw. metodq obcigzenia niszczqcego.
W metodzie tej okresla si¢ na drodze teoretycznej lub doswiadczalnej wartosé P, obcia-

(1) Jest to warunek wystarczajacy dla obciazen stalych (np. ciezar konstrukeji). Gdy obciazenia
sa zmienne, warunek ten jest konmieczny, lecz niewystarczajacy (rozdz. 17).
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zenia powodujaca sniszczenie konstrukcji i poréwnuje si¢ ja z wartoscia P, obclgzenia
w rzeczywistych warunkach pracy. Stosunek
i e = Lo (1.14)

n* =
Proh

m tej metody jest trudnos¢ okreSlenia Py,

daje miar¢ pewnosci ustroju. Stabym punkte
w bardziej zlozonych konstrukcjach.

Zadania
1. Pret (rys. 1.13a) obciazony sitami P :
czyé niezbedne pole Amin przekroju, jesli wspoiczynnik :ze = 1.5,
Odp. kr = Ry/n. = 160 MPa, Amin = Pk, = 2,5 cn™.
2. Jaki jest wspotczynnik bezpieczenstwa preta (zad. 2, art. 1.7),

= 280 MPa?
0dp. (st = 24 (aurar = 2.8, sKad (1o = (e)suas-

1.10. Zasada superpozycji

Rozwazmy pryzmatyczny pret obcigzony wzdhl.Znie
sila P+ Q (rys. 1.17a). Widzimy, ze pret jako catos¢ jest t

i ly ===z <=
ia tB b P
g ==
= — — 5 ¢
(" b) da g B | p
a) <——{-———I— —_——g— - ———— — t—_.—".,‘;-
el e P g R p
P @ @ |8 1b P+a b
=t &
Gagg & B8 P+Q
T T j @ @B b a
Na [ Oy 1b P+Q L
e —— o — | " t:'
N"=P+a{ T A%=0d a8 " i
c — =T T p—S
) I a % b el
. ..q——:_—-.—-_ =
1] C

Rys. 1.17. Elementarne wyjasnienie zasady superpozycii
p rzedstawiajace wysilek przekroju a-a i przekroju b-b sa
N,=P oraz N,= P+0,

a odpowiadajace im naprezenia normalne
aa=PlA9 Gb:(P_'_Q)/A
Ponadto odksztalcenia wzgledne na odcinkach AB i BC sa
¢, = 0,/E = P|EA, gy, = 0u/E = (P+Q)/EA,

— 40 kN wykonany jest ze stali 0 R = 240 MPa. Wyzna-

]eSh (Re)stal = 240 MPa, (Rc‘)dural s

sitami P i Q zréwnowazonymi
ozciagany. Sity normalne N1 N,

(a)

(®)

(©)
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a przemieszczenia punktéw A4 i B przy obiorze punktu C jako nieruchomego

uy=Alp+Alge =¢,1;+e,1, = (PL/EA)+[(P+Q) L|EA], } (d)
up =Algc =(P+Q)1,/EA.
Widaé, ze wszystkie te zaleznosci sa liniowe wzgledem P i O, czyli ze
Y=0pP+0,0, (e)

gdzie ¥ — pewna wielko$¢ fizyczna (sita normalna, wydtuzenie itd.) wywotana w danym
miejscu ciata jednoczesnym dzialaniem sit P i Q stanowiacych obciazenie, a ap i ag —
odpowiednie stale wspdlezynniki. Gdy na przyklad utozsami¢ ¥ z sila N,, wowczas z po-
réwnania (a) i (e) mamy; ap = 1, 0o = 1, a je$li ¥ = u,, to

op = (I, +1,)/EA, oo = I,/EA.

Wida¢, ze te tzw. wspdlezynniki wplywowe ap 1 ag zaleza od:

1) fizycznego charakteru ¥ (naprezenie, przemieszczenie itp.);

2) miejsca, gdzie wielko$¢ ¥ jest badana (przyktadowo punkty 4, B);

3) przyczyny wywolujgcej powstanic ¥ (przyktadowo sity P lub Q);

4) wymiaréow ciala i wlasnoéci materiatu (parametry A4, E).

Ich fizyczny sens widaé z wzoru (e). Sa to mianowicie wielkosci ¥ przy oddzielnym
dzialaniu jednostkowych obciqzer P lub Q.

Zademonstrowana liniowa zalezno$¢ (e) miedzy wielkoscia ¥, ktéra ogdlnie nazwiemy
skutkiem, a obciazeniem nie jest wyjatkiem. Liczne do$wiadczenia nad zachowaniem sie
cial statych (konstrukcji) pokazuja, ze w ogromnej wickszoéci przypadkéw skutek ¥ jest
liniowa funkcja obcigzenia ztozonego z P, P,, ..., P,, czyli

Y=a; P+, Pr+ ... +a, P,. (1.15)

Dla takich ciat (ustrojéw), zwanych odtad liniowymi, stuszna jest zasada superpozycji,
lub, inaczej, niezaleznosci dzialania obcigzen. Zauwazmy bowiem, Zze skladniki o, P,
o, Py, ... przedstawiaja odpowiednio skutki ¥, = a; Py, ¥, = ay P,, ... dzialania od-
dzielnie obciazen prostych Py, P,, ... skladajacych si¢ na cale obciazenie. Skutek wy-
padkowy ¥ przy obciazeniu ztozonym jest algebraiczna suma skutkéw ¥, ¥,, ... wy-
wolanych dziataniem obciazeri skladowych i nie zalezy od kolejnosci poszczegdlnych
obciazen sktadowych.

Podstawowym warunkiem stosowalno$ci zasady superpozycji jest sprezysto$é mate-
riatu. Jesli bowiem ciato (ustrdj) obciazyé uktadem sit Py, ..., P,, a nastepnie odciazyé
tak, ze P; = P, = ... = P, = 0, to w konicowej fazie ¥ = 0, czyli ze ustréj wraca écisle
do stanu poczatkowego, co wilasnie jest definicja sprezystosci. Warunek ten jest spetniony
w ogromnej wigkszosci zagadnien wytrzymatosci materiatéw i wtedy zastosowanie super-
pozycji ulatwia rozwiazanie. I tak zamiast bada¢ laczne dzialanie sit P i Q mozemy
oddzielnie zbada¢ dziatanie sit P (rys. 1.17b), oddzielnie sit Q (rys. 1.17¢c) i wyniki tych
dwoéch prostszych zadari zsumowaé algebraicznie. Dla przykladu naprezenia w przekro-
jach a-a i b-b s3:

od sit P: 6,=P/A, o,=PJA, odsit Q: o) =0, ;' =0/A,

a po ich zsumowaniu otrzymujemy wyniki (b).
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Zadania

1. Metoda Superpozycji wyznaczy¢ wartos¢ naprezen w przekroju a-a, wydtuzenie catego preta AD
i jego odcinka BC (rys. 1.18), jesli E = 1,1-10° MPa.

Odp. 6, = —50 MPa, Al,p ~ 0,18 mm, Algc & —0,14 mm.

2. Przy kolejnym dzialaniu sit Py =1 KN i P, = 0,5 kN pionowe przemieszczenia punktu A da-
nego ustroju (rys. 1.19) sa odpowiednio w,, =—0,15 cm i w;' = 0,10 cm. Okresli¢ pionowe przemiesz-
czenie punktu 4: a) przy jednoczesnym dzialaniu sit P, i P2, b) przy jednoczesnym dziataniu Py = 3 kN
iP,=1kN,

Odp. a) wy = —0,05 cm (tzn. do dotu); b) w, = —0,25 cm.

jt——{=100cn ———> b\‘\
P @ _la_@=20kN |p=10kN \g W
< — \ u
A HBJ i fey 2 N LA
lz=20cm_ly=30cm A=2cm? A b‘% X
Rys. 1.18. Rys. 1.19.

3. W ustroju z zadania 2 poziome przemieszczenia punktu A przy kolejnym dziataniu sit P; = 1 kN
i P, = 0,5 kN sa odpowiednio u, = 0,05 cm, u: = 0,03 cm. Wykorzystujac wyniki zadania 2 okres-
1i¢ calkowite przemieszczenie punktu A (w plaszczyznie rysunku), gdy jednoczeénie dziataja: a) Py =
=1kN i P, =0,5kN; b) P, =3 kN 1 P, =1kN.

Rozwiazanie. W przypadku (a) catkowite przemieszczenia: poziome sy = 0,08 cm, a pionowe
(z zadania 2) w, = —0,05 cm. Przemieszczenie wypadkowe ,/ W +wh o= 0,094 cm. W przypadku (b)
us = 0,21 cm i catkowite przemieszczenie 0,33 cm.

4. W punkcie B przekroju b-b (rys. 1.19) pomierzono naprezenia 0'; — 30 MPa i 7, = 10 MPa
wywotlane sita P, = 1 kN oraz oy = —10 MPa, 7,/ =15 MPa wywotane sita P, = 0,5 kN. Wyzna-
czyé naprezenia os i Tp oraz catkowite naprezenie p przy jednoczesnym dzialaniu P; = 2 kN, P, =
= 0,5 kN.

Odp. op = 50 MPa, 75 = 35 MPa, ps = Jobh+ 75 ~ 61 MPa.

CZESC PIERWSZA

Analiza preta statycznie
wyznaczalhego

2 ROZCIAGANIE LUB SCISKANIE

2.1. Model rozciaganego preta a konstrukcje rzeczywiste

’ Rzeczywiste pr;ty rozciagane (rys. 2.1a) wykazuja odstgpstwa od teoretycznego mo-
: elu. Wedtug b9w1em tego modelu w koricowym przekroju B sita P powinna byé przyto-
zona pod postacig naprezed ¢ = P/A téwnomiernych na cafym polu przekroju (rys. 2.1b).

bmax

zekrdf H rof ‘e
przekrg) przekrgj H L hff{jf:” przekroj H

Rys. 2.1. Teoretyczny i rzeczywisty sposob wpro.wadzenia sit wzdtuznych

W rzeczywist’oéci sposob wprowadzenia sity P jest odmienny od teoretycznego, na przyktad
Przcz swgrzen wchf)dzacy w otwdr ucha (rys. 2.1c). Ucho to nie obejmuje catego przekroju B
1 pewne jego czeSci zostaja swobodne. W takim punkcie jak punkt G nie ma oddziatywan

3 Wytrzymalo§é materiatow
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zewnetrznych i naprezenie o = 0. Juz z tego wida¢, ze rozkiad naprezen o nie jest w prze-
kroju B réwnomierny, skutkiem czego w przekrojach sasiednich, jak przekrdj H, istnieje
réwniez nieréwnomierny rozktad ¢. Charakter tego rozktadu zalezy od sposobu wprowa-
dzenia sity P i bedzie inny, gdy na przyklad ucho jest podwdjne (rys. 2.1d).
W $wietle tych faktéw powstaje pytanie, jaki sens ma teoretyczny model omoéwiony
w art. 1.7. Odpowiedz daje teoria sprezystosci w postaci zasady de Saint-Venanta gloszacej,
ze dwa 16zne, ale statycznie réwnowazne'V, uklady sit dzialajac na te samq malq czgs¢
ciala daja zauwazalne réznice rozkladu naprezen tylko w bezposrednim otoczeniu tej
czesci. W odleglosciach duzych w pordwnaniu z wymiarami tej czesci rozklady naprezen
odpowiadajqce statycznie réwnowaznym ukladom sil sq praktycznie jednakowe. W rozpatry-
wanym przypadku czeécia ciala, na ktorg dzialaja rézne ukiady sit o tej samej wypadko-
wej P, jest przekrdj B. Zgodnie z zasada de Saint-Venanta, te uktady sit dadza praktycznie
jednakowy, czyli réwnomierny rozklad naprezen w kazdym przekroju a-a (rys. 2.1a),
o ile odlegto$é x jest duza w poréwnaniu do wymiaréw przekroju B. Zauwazalne réznice
rozkladu ¢ wystapia tylko na dlugosci ap tego samego rzedu co i wymiary przekroju.
Dla pretéw o zwartym przekroju przyjmuje sig
ay = maksymalny wymiar przekroju B = bnuy, (a)

gdyz w tej odlegloéci réznice migdzy wartosciami o w poszezegdlnych punktach przekroju
nie przekraczaja +3%, wartosci P/A. Taka odchylke uznaje si¢ za praktycznie dopusz-
czalna. To samo ograniczenie wystgpuje na drugim koncu E. W wyniku przedziat stoso-
walnosci wzoréw (1.7)-—(1.9) odpowiada niezakratkowanej na rys. 2.la czesci preta.

Rys. 2.2. Przedzialy stosowalnosci modelu preta do rzeczywistych elementow obcigzonych wzdluznymi
sitami

Podobna nieréwnomiernosé rozkladu ¢ obserwuje si¢ w przypadku raptownych zmian
przekroju, tzw. karbdw, jak raptowne zwezenia lub otwory (rys. 2.2a). Nieréwnomiernos¢
ta ogranicza si¢ do otoczenia karbu (zakratkowane obszary), w ktérych wzorow (1.7)=(1.9)
nie mozna stosowaé. W odrdznieniu od tego przypadek lagodnej (kat o < 20°) zmiennosci
przekroju (rys. 2.2b) nie daje duzych zaklécer (odchytka +377) i w badanym przekroju

g-a mamy
0,= N,/A,. 21

<) To znaczy o tej samej wypadkowej, zajmujacej to samo polozente.
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:I‘rzeCIego rodzaju odstepstwa wystepuja, gdy liczba obcigzajacych sit jest wieksza od
dwo?h (rys. 2.3a). Wprowadzenie sity P, w postaci naciskéw p powoduje lokalne zabu-
rZenie w _r(’)wnomiernym rozkladzie naprezen w otoczenin przekroju C. Obszar wyraznego
zaburzenia rozciaga si¢ znowu na dtugo$é a. réwna maksymalnemu wymiarowi przekroju C
Inna natomiast jest sytuacja, gdy obciazenie wzdtuzne stanowia sity masowe o nat@ieniu.
g N/m (rys. 2.3b). Przy takim obciaZeniu naprezenia o, sa réwnomierne, z tym tylko, ze
warto$¢ ich w réznych przekrojach jest na ogél rézna, gdyz we wzorze (2.1) zmienna }est
sita N, i pole A4,.

b)

Rys. 2.3. Ograniczenia stosowalnosci modelu preta spowodowane obcigzeniami

’Powyisze informacje zilustrowane na przykladzie rozcigganego preta majg znaczenie
F)golne. Sa one wazne i w innych przypadkach obciazenia, jak skregcanie, zginanie. Ich
1stota polega na zwrdceniu uwagi, w jakiej mierze obliczenia rzeczywistych konstr.ukcji
opar.te na wzorach art. 1.7 sa wiarogodne, w jakiej za$ wymagaja uzupelnienia dodatkowa
analiza omdéwiona w rozdz. 17.

2.2. Przyklady analizy pretéw wzdluznie obciazonych

W odréznieniu od prostych przypadkéw, omowionych w art. 1.7—1.10, obecnie
rozwazymy zagadnienia bardziej ztozone. Pierwszy typ zagadnien, tzw. zadam‘e, kontroli
polega na okresleniu naprezen i odksztalcen oraz wspotczynnika bezpieczedstwa konstrukcj;
o Zna'r.lych wymiarach i znanych czynnych sitach, tj. P, P, i g (rys. 2.4a). Po okresleniu
reakcji Ry = P+ P, +4l,, znamy juz obcigzenie preta i wyznaczamy nastepnie wysitek
kazdego przekroju. Odcinajac myslowo przekrojem a-a dolna cz¢$¢ preta, na ktora dziataja:
wyRadkowa .qxl.obciquﬁ ciaglych g, sita P, i nieznana sita normalna N, (rys. 2.4b) mam};
Z rownowagi tej czesci

N,=P,+qgx,. (a)

Ja1-< wida¢, sita N, zalezy liniowo od wspotrzednej x; badanego przekroju a-a i jest rozcia-
gajaca, bo N, > 0. Wynik (a) jest stuszny tylko w przedziale 0 < x, < /,, czyli dla oc{cin-
ka .BC. Dla odcinka CD przy podobnym badaniu wysitku przekroju b-b wypadkowa
obcigzen ¢ jest stala i réwna gl,, wobec czego z warunku réwnowagi rzutéw na o preta
mamy

Nh=P1+qll, (b)
czyli stala site rozciagajaca N,. Podobnie badajac réwnowage dolnej myslowo odcigtej

3*
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czesci mozemy obliczyé wysilek przekroju c-c. Prosciej jednak jest obliczy¢ silg N, z wa-
runku réwnowagi gérnej czesci, wida¢ bowiem, ze
Nc:RE:P1+P2+qll. (C)

Wyniki te przedstawiamy na wykresie sil normalnych N (tys. 2.4c). Badanym przekrojom
a-a, b-b, c-c odpowiadaja punkty a, b, ¢ na osi odcigtych réwnoleglej do osi preta, a rzedne
daja wartosci sity N,, N,, N.. Je$li nanie$¢ rzedne dla wszystkich przekrojéw, to osta-
tecznic wykres N skiada sig z trzech odcinkéw: jednego ukosnego i dwoch réwnoleglych
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Rys. 2.4. Przyklad szczegolowej analizy preta rozcigganego

do osi odcigtych. Miejsce przeskoku odpowiada punktowi D, w ktérym przytozona jest
sita P,. Wykres ten daje przejrzysty obraz wysitku wszystkich przekrojéw preta. Na jego
podstawie wyznaczamy z wzoru (2.1) napre¢zenie o dzielac rzegdne wykresu N prz.ez o.dpo.-
wiednie pole przekroju (rys. 2.4d). W punkcie D odpowiadajacym raptowne] zmianie
obcigzenia wystepuje nieciaglo$¢ przebiegu 6. Z wykresu tego okreslamy niebezpieczny
przekrdj, w ktérym o jest ekstremalne, czyli 0 = Oegsir. T WArto$€ Oexser POréWnujemLy
z warto$cia naprezen dopuszezalnych &, dla materiatu. Aby konstrukcja byla prawidtowa,
musi by¢

O eksir < K- (2.2)

Zmieniajac tylko skalg rzednych wykresu ¢ mamy przebieg wartoéci &, gdyz zgodnie
z prawem Hooke’a
¢ =0/E

i stad mozemy okreslié przemieszczenia u(x) przekrojow preta. Gdy przekrdj E jest
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utwierdzony (uz = 0), wowczas przemieszczenie u, przekroju b-b jest réwne wydluzeniu
Alg, czgsci Eb preta. To wydtuzenie Alg, jest rowne sumie przyrostéw ¢ dx, o jakie zmieniaja
si¢ dlugosci elementarnych odcinkéw dx, czyli

Xp

AlEb=fsdx=flf adx. 2.3)
(¢] 0

Widzimy, Ze przemieszczenie u, = Alg, jest réwne zakreskowanemu na wykresie o(x)
polu dzielonemu przez modut E. Obliczenie tego pola (calki) w prostszych przypadkach
wykonujemy analitycznie, a w bardziej zlozonych numerycznie, np. metoda tra-
pezéw. b ,

Drugi typ, tzw. zagadnienie ksztaltowania, polega na takim doborze parametrow, aby
spetniony byl warunek .. <X k,. Tymi parametrami sa z reguly wymiary przekrojéw
poprzecznych, natomiast pozostale parametry, jak dlugosci, wartoéci sit 1 punkty ich za-
czepienia sa z géry ustalone. Jesli obiektem ksztaltowania jest pret (rys. 2.4), to ustalone
sa Py, P,,q i Rg oraz dtugosci /,, 7, i /. Ponadto konstruktor z innych wzgledéw moze
ustali¢, ze pret ten ma by¢ wykonany z ptaskownika, Zze na odcinku EC ma by¢ h, = const,
a na odcinku CB szeroko$¢ ma by¢ zmienna liniowo od /., do h,. Przy takich ogranicze-
niach parametrami podlegajacymi zmianom sa tylko Ay, i, oraz grubo$¢ plaskownika o.
Dobdr ich wartosci rozpoczynamy od wykresu sit normalnych, z ktérego od razu widzimy,
ze pizy h, = const wszystkie przekroje odcinka ED sa w jednakowych warunkach. Aby
spetnié¢ postulat ¢ < &,, pole przekroju, tj. A, 6, musi byé

h, 8 = N.[o = Rglo = Rglk,. (@
Na odcinku DB niebezpieczny jest przekrdj B, ktérego pole jest najmniejsze. Stad wynika, ze
hi6= N/o =P,/c = P,/k,. (e)

Jak wida¢, wzory (d) i (¢) daja pewna swobode, gdyz, zaleznie od przyjetej grubosci 4,
mamy rézne h, i h,. Zazwyczaj wartosci te zaokraglamy przyjmujac najblizsze uzasadnione
ze wzgledow wykonawczych, na przykiad w calych milimetrach.

Po uksztaltowaniu preta pozostale etapy analizy (rys. 2.4d, e) zostaja jak poprzednio.
Ze zmodyfikowanego wykresu ¢ wynika, ze material pr¢ta jest w pelni wykorzystany na
odcinku ED i w przekroju B, natomiast w pozostatych przekrojach odcinka DB jest on
wykorzystany czgsciowo (6 < k,). To niepelne wykorzystanie jest konsekwencja narzu-
conego w danym przypadku warunku (liniowa zmiana szerokosci).

Jak widzimy, w obydwdch typach zagadnieni przestrzega sie tej samej kolejnosci, jak:
okreslenie obciazenia, wysitkow przekrojéw, naprezen i wydtuzen. W prostszych zadaniach,
lub po nabraniu wprawy, nic wszystkie te etapy musza by¢ tak wyraznie demonstrowane,
jak pokazano powyzej, lecz moga by¢ robione ,,w pamieci”. Wyjatkiem jest wykres sit
normalnych. Ten wykreSlny sposéb przedstawiania wysitku jest ogdlnie przyjety we
wszystkich zadaniach.
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Zadania

1. Przeprowadzi¢ analiz¢ pryzmatycznego pionowego preta (rys. 2.52) obciazonego sita P i cigza-
rem wiasnym. Gesto$¢ materiatu o.

Rozwiazanie. Badajac rownowage myslowo odcietej czesci dolnej (rys. 2.5b) otrzymujemy

N, =P+gogd(—xd)
i wykres sit N, jako prosta o rzednych Ny = P i Np = P+ogdl (rys. 2.5¢). Poniewaz A = const, za-
tem wykres o (rys. 2.5¢) jest kopia wykresu N w zmienionej tylko skali. Niebezpieczny jest przekroj
E (x, = 0), w ktérym
og = Nef/A = (P/A)+-0gl < ki .

Przemieszczenie przekroju a-a obliczamy z wzoru 2.3)

1 73 A O'E+0' Pxn cg xi
MA=—EFf cdx= E 2 Xa = EA + E(lxﬂ_— s
1]

2

albowiem pole F odpowiadajace odcinkowi x, jest polem trapezu. Dla swobodnego konca (x, = )
mamy pIzemieszczenie up

up = (PI[EA)+(0gl*|2E) .
Wszystkie wyniki (N, 0, 4) sa suma dwoch sktadnikoéw: jednego proporcjonalnego do P, drugiego do
ciezaru wihasciwego pg. Tak by¢ powinno z uwagi na zasadg superpozycji. W budowie maszyn wplyw
ciezaru wlasnego jest z reguty pomijalny i tylko dla lin wyciagow goérniczych lub wiertniczych nalezy
go uwzglednial.
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Rys. 2.5. Pret obciazony sita skupiong i sitami masowymi

2. Lina wyciagu gérniczego, wedlug schematu z rys. 2.5a, obciazona na dolnym koncu ci¢zarem
klatki P — S0 kN ma ciezar wlasny g = 39 N/m, pole 4 =39 cm?, dlugo$¢ [ = 800 m. Okreslic
wspolczynnik bezpieczenstwa liny i przemieszczenia up (R, = 1800 MPa, E = 1,8:10° MPa).

Odp. Ocxstir = 0 = 208 MPa, wspotczynnik n, = Ru/Ocksie = 8,7, up = 75 cm. Duza warto$¢ n,,
uzasadniona z uwagi na niezawodnos¢.

3. Okresli¢ naprezenia w wirujacej z predkoscia katowa o promieniowej pryzmatycznej lopatce
(rys. 2.6a). Gesto$¢ materialu o. Dane liczbowe: r, = 75 cm r, = 50 cm, oraz liczba obrotow n
— 3000 obr/min, ¢ = 7,85-10° kg/m>.

Rozwiazanie. Zadanie nalezy do dynamiki, ale mozna je sprowadzi¢ do zadania statyki,
jesli dotaczyé sity bezwtadnosci réwne iloczynowi masy przez przyspieszenie i skierowane przeciwnie do
tego przyspieszenia (zasada d’Alemberta z mechaniki ogélnej). W naszym zadaniu elementarna ma-
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sa jest Ap dr, przyspieszenie dosrodkowe w?r i elementarna sita bezwladnosci dQ = Ap dr w?r skie-
Towana jest na zewnatrz od $rodka (rys. 2.6b). Na jednostke dlugosci sita masowa g jest

g = dQ/dr = gw?A4r .

\ wm‘}k-*r
\»4_4 e

Rys. 2.6, Analiza preta wirujacego

Przez wprowadzenie tych sit mamy zadanie statyki (rys. 2.6¢c), z tym tylko, ze g jest funkcja promie-
nia r. Wysilek przekroju a-a jest sila normalna N, wyznaczona z réwnowagi odcietej myslowo czesci
(rys. 2.6d)

rz rz ’ZA =5 2
N,,=fqdr:fgw2,4rdr= Lo - =2 A[l—(ﬂ) ]

r;

ra ra

gdzie v = wr. — predkos¢ obwodowa swobodnego koncalopatki. Wykres sit N jest parabola (rys. 2.6€),
w ktérej N =0 dla r = r, = r.. Poniewaz 4 = const, zatem przebieg o (r,) ma podobny charakter,

przy czym
B Na 062 Fa 2
h == =0 [1 o ]

nie zalezy od wartosci 4. Dla wartosci danych w zadaniu mamy 2 = (7n/30) r. = (% 3000/30) 0,75 =
=235m/s, i dla r, = r,

7,85-10%-2352 0,50\27 kg N
s e I (0,75) | e = 10

=121 MPa.

4. Wyznaczy¢ catkowite wydtuzenie topatki (rys. 2.6). E = 2-10° MPa.
Odp. Wstawiajac do wzoru (2.3) warto$¢ o, z poprzedniego zadania i catkujac w granicach r,,

r. mamy
1~ 0v? e o )\ 2
Ug = Tf o, dr, = 6E (r-—ry) [2— (f) — (—r._) ] ~= 0,080 mm .

5. Wirujacy pret (fopatka) ma zmienny przekrdj (rys. 2.7), przy czym A, = A,(r./r)®. Wyznaczy¢
naprezenia, jesli o = 235 m/s, o = 7,85-103 kg/m3.
Odp. W poréwnaniu do zadania 3 mamy tu 4 zmienne. Sita N,:

rz rz 3

4 . 3
N,=fqdr= j ng‘i;%rdr=g'z_)2Aw(;w) (L —1),
Pa

z
ra
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a naprezenia

Dla danych jak w zadaniu 3 mamy w przekroju E, tj. dla r; = 1y,
Goete = Op = 7,85-10%:2352(2/3)%0,5 ~ 64+ 10°N/m? = 64 MPa,

czyli prawie dwa razy mniej niz poprzednio. Jest to jasne, gdyz zmniejszajac pole przekroju w kie.runku
od osi obrotu, redukujemy tym samym sitg N. w poréwnaniu z pretem o statym polu przekroju A..

#d;
- . P =40KN
= == e e =
N\ ————
3 o B
<—— [, =40cm—t=<—[;=40cm—>
Rys. 2.7. Rys. 2.8

6. Walek (rys. 2.8) ma mie¢ stala srednice d, na odcinku PC i liniowo zmienna na F)dcinku CB’.
Dobraé te srednice (z dokladnoscia do 1 mm), aby wszedzie o < k. (k, = 100 MPa) i wyznaczy<
przemieszczenie punktu B, jesli E = 2:10° MPa.

Odp. Na odcinku DC: d, = /Z(P1+P2)/ﬂ lc; =3,19cm ~ 32 mm, w przekroju B: d, =
= -'/E:/R =2,25cm & 23 mm. Przemieszczenic punktu C: uc =k, L/E = 0,20 mm. Na od-

cinku CB pole A, przekroju
def dz*dl 11—x1 2
IS R

zatem wydluzenie wzgledne ¢ = P,/EA; i po scatkowaniu (2.3)

11
up = uc+ f edx = uct+@P, Iijnd, d; E) = 0,20+0,14 = 0,34 mm ,
0

b ¢

My >~EA
/P=40kN X o w
v,

ry=1ly+Aly \/-"'{l‘*\\\

N1=25kN \!

Rys. 2.9. Wyznaczenie przemieszczen wezia dwupretowego kratownicy
Dane: P =40kN, I, = [, =2m, 4; =2cm?, 4, = 3 cm2, E = 2-105 MPa.

7. Wyznaczy¢ naprezenia w pretach podanej kratownicy (rys. 2.9a) oraz okresli¢c przemieszczenie
wezla C. | N 3

Rozwiazanie. Sity w pretach wyznaczamy metoda wykreslna, znana .z mechaniki ogolnej
(rys. 2.9b). Sa to N, =25kN i N, = 40 kN. Obie sa rozciagajace. Naprezenia w pretach 11 2 sa
odpowiednio

oy = 25-10° Nj2-10~* m? = 125 MPa, Gy = 153 MPa,
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a wydluzenia pretow

Al = oy L/E = 1,25 mm, Al — 6 2/E = 1,53 mm .

Zmienione potozenie wezta C, czyli C*, otrzymujemy na obrazie kratownicy (rys. 2.9¢) z przeciecia tu-
kow kot zatoczonych z nieruchomych punktéw B i D promieniamiry = I, +Al; i r, = /4 Al,. Te kon-
strukcje¢ wykreslna narysowano w przesadzie. W rzeczywistosci Al;, Al, oraz przemieszczenie wezla C,
tj. odcinek CC¥*, sa bardzo mate w pordwnaniu do /; i /,. Uprawnia to do zastapienia lukow C,C*
oraz C,C* prostymi prostopadtymi odpowiednio do BC, i BC,. Dzigki temu mozna te konstrukcje
wykreslng (rys. 2.9d) odtaczy¢ od rysunku kratownicy i wykonaé ja w duzej skali, otrzymujac szukane
przemieszczenie OC* = CC* = 2,8 mm z zadowalajaca dokladnoscia. Aby rezultat byt prawidlowy,
utozsamiamy w mysli punkt O z weztem C kratownicy wyobrazajac sobie jednoczesnie, jaka pozycje
wzgledem punktu O zajmuja prety 1 i 2. Wydtuzenia Aly i Al, odmierzamy w kierunku wyobrazonych
pretow na zewnatrz, gdy prety sa rozciagane, lub do wewnatrz ich, gdy prety sa $ciskane. Tak wigc
gdyby pret I byt sciskany, wowczas A/, (skrocenie) odmierzylibysmy od punktu O nie na prawo, jak
na rys. 2.9d, lecz na lewo.

8. Jak zmienia si¢ wyniki poprzedniego zadania, jesli: a) wartos¢ sity P zmaleje dwukrotnie; b) po-
la A4, i A, przekrojow wzrosna dwukrotnie; ¢) tylko pole A; wzrosnie dwukrotnie?

Odp. a) wszystkie wielkosci (N, o, Al oraz przemieszczenia wezta C) zmaleja dwukrotnie; b) dwu-
krotnie zmaleja o, Al oraz przemieszczenie wezta C, sity N zostana bez zmiany; ¢) zmaleje dwukrotnie
6y oraz Al, = OC,; to ostatnie spowoduje zmiang OC¥*,

a) b ,

»
5

7 l=3m = L-
A;=20cm? A, =10cm? E£=2:10°Mpq
Rys. 2.10. Do zadania 9

9. Wyznaczy¢ wartos¢ i kierunek dzialania sity P (rys. 2.10a), ktéra w podanej kratownicy wywo-
tuje pionowe przemieszczenie wezla C o wartosci f = 1 mm w kierunku do dotu.

Rozwiazanie. Kreslac obraz przemieszczen (rys. 2.10b), na ktérym CC* jest f = 1 mm wyzna-
czamy Al; = fsin 10° = 0,173 mm, Al, = fsin 30° = 0,500 mm, a stad rozciagajace sity:

N, = EA,ALJl;, = 2-10! -20-10-4.0,173:10-3/3,05 = 22,7kN, N, = EA, AL, = 29,7 kN.
Badajac teraz rownowage wezta C i kreSlac wielobok sit (rys. 2.10c) otrzymujemy P = 51,3 kN,
kat & & 21,2° a kierunek sity jest jak na rys. 2.10c.

2.3. Pierscienn kolowy rownomiernie obcigzony

Omowione dotychezas przyklady dotyczyly pretéw prostych. Rozcigganie wystepuje
rowniez w idealnie gigtkich ciggnach, analizowanych w mechanice ogélnej (zagadnienie
linii sznurowej).

Innym przykladem rozciagania preta nie prostego, lecz zakrzywionego jest cienki
pierScieri kotowy o stalym przekroju pod réwnomiernym obciazeniem promieniowym
g N/m (rys. 2.11a). Z racji punktowej symetrii pier§cieni zostaje po obciazeniu kolem o nieco
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wiekszym promieniu (r; > r). Kazdy element pierscienia zachowujac swoj ksztalt (rys. 2.1 l.b)
wydtuzy si¢ w kierunku obwodowym. Jezeli grubosé piercienia w kierunku promie-
niowym jest mata w poréwnaniu z promieniem r, to taka posta¢ odksztalcenia odpowiada
rozcigganiu, przy ktérym istnieja naprezenia normalne do przekroju a-a. Ich wypaquwa
N = o4, czyli wysilek przekroju a-a, jest styczna do kola w tym miejscu. To samo stwier-

¢

oS pierscienia b)

\N
po obeigZenit

Rys. 2.11. Analiza r6wnomiernie obciazonego piericienia (4 = const)

dzimy o sile N dziatajacej w przekroju b-b. Rozpatrujac réwnowage elementarnego odcinka
(rys. 2.11c) i korzystajac z reguly wymiaréw poczatkowych, mamy rownanie rzutéw na
kierunek promienia
—2Nsinda+2grda =0,
z ktérego, przy de — 0 i sin da — da, wynika, ze
: N =gqr, (2.4
a warto§é naprezen normalnych
g =N/A=qr/[A. (2.5)
Naprezeniom ¢ towarzyszy wzglgdne wydtuzenie ¢ = o/E kazdego elementu w kierunku
obwodowym i zmiana promienia r 0 Ar = ry—r. Jest rzecza jasna, ze Ar = re, czyli
Ar = re = ro/E = qr*|EA. (2.6)

Jednym z zastosowan wzoréw (2.4)--(2.6) jest przypadek piericienia wirujacego w swej
plaszczyznie z predkoscia katowa w. Obcigzenie g stanowia tu sily bezwladnosci (zadanie 3
art. 2.2). Jesli gesto§¢ wlasciwa materiatu jest o, to masa pierscienia na jednostke dlugoscei
jest oA, a przyspieszenie dosrodkowe w?r i wtedy sita bezwladnosci

g = 0dw?r. / (a)
Podstawiajac wynik (a) do (2.5) i wprowadzajac predko$¢ obwodowa v = cr mamy
o =ob?, 2.7

a ze wzoru (2.6) zwigkszenie promienia
Ar = gv* r|E. (®)

Jak widaé, naprezenia ¢ w wirujacym pierécieniu zaleza tylko od rodzaju materiatu i kwa-
dratu predkosci obwodowej. W nowoczesnych maszynach predkosci te sa duze i napre-
zenia ¢ moga mie¢ znaczne wartosci.

e Mgbne o
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Zadania

1. Pierscien stalowy (grubos¢ 6 = 1 cm, szeroko$¢ b = 5 cm, promien r = 25 cm, E = 2-10° MPa,
R, = 240 MPa) obciazony jest na wewngtrznej powierzchni ci$nieniem p = 4,0 MPa. Wyznaczy¢ na-
prezenie i odksztalcenie pierscienia oraz wspolczynnik bezpieczenstwa n,.

Odp. Promien wewnetrzny r, = r—(8/2) = 24,5 cm, wobec czego q = pbr,/r = 196 kN/m, 4 =
— b6 = 5cm?, 0 = qr/A = 98 MPa, Ar = or/E = 0,117 mm, n, = R./¢ = 2,45.

2. Obliczy¢ warto$¢ naprezen w pierscieniu stalowym (¢ = 7,8:10% kg/m?, r = 20 cm) wiruja-
cym z n = 7000 obr/min.

Odp. @ = wn/30 = 734 rad/s, ? = wr = 147 m/s, ¢ = 168 MPa.

3. W pierscieniu wirujacym z n = 6000 obr/min naprezeniec o = 120 MPa. Przy jakiej liczbie
7, obr/min nastapi plyniecie materiatu pierScienia, jesli R, = 240 MPa?

Odp. Osiagniecie R, nastapi, gdy v, a wiec i n, wzrosnie w stosunku ‘/IT/O' = 1/2_: 1,41 razy,
skad 7, = n 1/2—= 8500 obr/min.

2.4. Energia odksztalcenia przy rozciaganiu

Juz w artykule 1.2 wprowadzono pojecie energii odksztalcenia. Obecnie przes§ledzimy
to pojecie na przykladzie rozciggania sprezystego pryzmatycznego preta (rys. 2.12). Za-
ktadamy, ze proces obciazania, tj. wzrostu sity P* od zera do koncowej wartosci P* = P,
przebiega bardzo wolno. W takim, tzw. quasi-statyczrnym, procesie predkosci czastek ciata

a) . Poczqtek p*=g @ o¥)
e .
. Q,
» stan posredni 0<p*p S
= u*=(a0)* *
. koniec e b¥_p Q
e —— = J_oc
u=Al
e [ ————

Rys. 2.12. Praca obciazenia przy rozciaganiu

sa bardzo male, ich kinetyczna energia jest pomijalna, a chwilowe przemieszczenie u*
swobodnego korca preta jest rowne wydluzeniu (Al)* preta przy statycznym dziataniu
sity P*. Zgodnie wigc z wzorem (1.7) mamy zalezno$é

u* = (Al)* = P*|JEA, (2)

ktdrej obrazem P* = f(u*) jest linia prosta (rys. 2.12b).
Obliczmy teraz prace, jaka wykonata sita P* w catlym procesie obciazenia. Wzrostowi
sity z warto$ci P* do P*+dP* odpowiada przyrost du*, a elementarna praca dL sily P*

dL = P*du*, b

czyli réwna jest polu zakreskowanemu na rys. 2.12b. Catkowita praca L jest suma takich
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elementarnych prac i réwna si¢g polu tréjkata OBC lub inaczej

1 1

gdzie P i Al oznaczaja odpowiadajace sobie koricowe wartosci sily 1 wydltuzenia. Praca
ta mierzona jest w niutonometrach, czyli dzulach (I Nm = 1 J). Przy zalozonym quasi-
-statycznym procesie zamienia si¢ ona catkowicie na energig¢ potencjalna U czastek ciala
zwigzana ze zmiana ich wzajemnych odlegtodci, tj.

U=L=PAlJ. (2.8)

Wykorzystujac wzér (a) mozemy energi¢ U wyrazié
U =P2l2EA lub U = (Al)?EA/2l, (2.9

tj. jako funkcj¢ samej tylko sity obciazajacej P badz samego tylko wydtuzenia Al. Energia
ta jest kwadratowa funkcja P lub Al nie zalezy zatem od ich znaku (rozciaganie czy
§ciskanie) i jest zawsze dodatnia, gdy P # 0. Z kolei nieliniowo$¢ zaleznosci U(P) powoduje,
7e energia odksztalcenia nie podlega zasadzie superpozycji. Innymi stowy energia U przy
jednoczesnym dziataniu dwéch obciazen P; i P, nie jest réwna sumie energii U, iU,
odpowiadajacych oddzielnemu dziataniu tych obcigzen. Od tego stwierdzenia istnieja
wyjatki, wymagajace jednak za kazdym razem szczegétowego uzasadnienia.

Przy rozciaganiu pryzmatycznego preta jego elementy sa w jednakowych warunkach,
wobec czego w jednostce objgtoéci ilosé energii U’ = Uj4l (w dzulach na m?, J/m?).
Wieclko$é U', tzw. wiasciwa energia odksztalcenia, jest miara poziomu energetycznego
jednostki objgtosci materialu. Wykorzystujac wzor (2.9) mamy

) IRz a?
U'=sE7~ % 2.19
Iub
,  E tAl\* E¢
Gl Sl = 2.11)
Podobnie okreslamy wielkosé
U =UlAlo=U'jp (2.12)

jako miarg poziomu energetycznego jednostki masy materiatu przy rozciaganiu. Zasto-
sowanie poje¢ U’ i U’ jest réznorakie. Jednym z nich jest ocena materiatu z uwagi na
moznoéé akumulowania energii, jesli za ¢ podstawi¢ nieprzekraczalng ze wzgledow uzyt-
kowych warto$¢ granicy sprezystosci, czyli o = o, .

Przy odciazaniu kolejnos¢ zjawisk jest odwrotna. Poczatek procesu odpowiada
punktowi B, koniec punktowi O wykresu P* = f(u*) (rys. 2.12b). Dla materialu spre-
Zystego jest to ta sama prosta BO. Tak wigc iloé¢ pracy oddana na zewnatrz przy odcigzaniu
jest téwna pracy wlozonej w procesie obcigzania, czyli ze w zakresie sprezystosci materiatu
przemiany energetyczne sa catkowicie odwracalne. Nie uwzgledniamy przy tym dodatko-
wych, zreszta bardzo malych, efektéw wymiany ciepta z otoczeniem.
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Zadania

1. Wyznaczy¢ ilo$¢ energii U w duralowym precie (rys. 2.123), jesli P = 100 kN, / = 30 cm, 4 =
= 20 ¢cm?, E = 7,0-10* MPa.

Odp. U = (100-10° N)? (0,3 m)/2 (7,0-10'° N/m?) (20:10-* m?) = 10,7 Nm = 10,7 J.

2. Obliczy¢ ilosé energii U w pierécieniu (rys. 2.11), jesli r =20 cm, 4 =2 cm?, ¢ = 20 kN/m, E =
= 7,0-10* MPa.

Odp. U =mng*3/EA ~ 0,72 Nm = 0,72 J.

3. Porownaé zdolnos$é¢ akumulowania energii w stali sprezynowej (E = 2:10° MPa, o,,, = 800 MPa,
o = 7,85-10° kg/m?®) i w gumie (E = 1,5 MPa, o, = 2 MPa, o = 0,95:10° kg/m?).

Odp. U.,,, = 204 J/ke, U;;m = 1400 J/kg, a wiec guma jest okolo 7 razy lepsza niz bardzo dobra

stal.
. 1 %2d  ed | @
. #d - 44 Vi o
g —— — = 7 O — oo 00 T W=
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Rys. 2.13. Wplyw ksztattu preta na zdolnos¢ akumulowania energii

4. Dwa prety wykonane z jednakowego materiatu: gtadki i stopniowany (rys. 2.13) maja pochlonaé
te sama energie U. Zakladajac dla prostoty rownomiernosé rozktadow o w przekrojach preta stopnio-
wanego orzec, ktory z pretdw jest bezpieczniejszy ?

Odp. W precie gtadkim: U, = P{l/2EA, w stopniowanym:

U, = 2(P2-0,4 [[2E-44) 4 (P2 -0,21[2EA) = 0,4 (P2I[2EA).

Gdy U, = U,, wowczas P- 1/0,4—1 — P, i P, =1,58P,. W przewezeniu preta stopniowanego ¢, =
= P,/A = 1,58 (P1/A), czyli 0. sa wigksze niz 6; = P,/A4 w precie gladkim. Tak wigc gdy U jest to sa-
mo, pret stopniowany jest gorszy od gtadkiego.

<

2.5. Stan napiecia i odksztalcenia przy rozciaganin

Nawigzujac do wprowadzonych w art. 1.5 1 1.6 poje¢ stanu napigeia i odksztalcenia
zbadamy je dokladniej w przypadku rozeiggania. W tym celu wyznaczymy najpierw na-

Rys. 2.14. Napre¢zenia w ukosnym przekroju rozciaganego preta

prezenia w ukosnym przekroju b-b (rys. 2.14a). Jego poloZenie w badanej czgsci I okreslamy
katem « miedzy osia x preta a normalng n zewngtrzng dla tej czesci I. Wypadkowe naprg-
zenia p (rys. 2.14b) sa roztozone réwnomiernie, gdyz wszystkie wzdluzne widkna preta
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znajduja sie w identycznych warunkach. Ponadto naprezenia p musza by¢ réwnolegle do
osi x, gdyz tylko wtedy badana cze$¢ I moze by¢ w réwnowadze. Ich wypadkowa W jest

W = pA, = pA/cosa, (a)
gdzie A, = Ajcos « — pole przekroju b-b. Z réwnowagi czesci I wynika, ze W—P = 0.
Po wykorzystaniu (a) i uwzglednieniu, ze ¢ = P/A jest naprgzeniem w przekroju poprzecz-
nym B, mamy

p = Pcosa/A =ocosu. (b)

Rozkladajac to wypadkowe naprezenic na normalne o, i styczne 7, (rys. 2.14c) mamy
0, = pcosa = gcosa, ’ (2.13)

T, = psSing = gsinacosy. (2.14)

Te same wyniki otrzymamy w przypadku $ciskania, gdy o < 0. Ujemne wartosdci o, i 1,
oznaczaja zwroty przeciwne® niZ na rys. 2.14c. Aby ulatwic orientacj¢ w znakach, zauwaz-
my, ze o, jest dodatnie, gdy dziala na zewnqtrz rozpatrywanej czesci I. Naprezenie 7, jest
dodatnie, gdy daje ono wspdlzegarowy® obrét rozpatrywanej czesci.

Pokazane na rys. 2.14 przecigcie b-b jest jednokrotne. Rownie dobrze mozna w tym
samym precie prowadzi¢ przecigcia wielokrotne. Prowadzac na przyklad w precie cztery
rézne przekroje a-b, b-¢, c-d, d-a odpowiadajgce katom oy = «, o, = a+(w/2), ... wycinamy
z preta prostopadloscienna kostke (rys. 2.15). Z wzoréw (2.13) i (2.14) po podstawieniu
kolejno o, a5, ... wynika, ze

_ _ 2 _ — i
Oy = Ogpn = OCOS* O, Ouy(n/2) = Out(3ns2y = OSIN* L, (c)
=0+ T, _oczzoc+%
\. == D'a+'ll;
— Ta+% .
— \ : Ox
=t C e
N
x : Sl e
Ot S ’L';Hﬂf
2
d 4
>— Ot 35
G oc+—2’£ Ny
Rys. 2.15. Przyktad przecigcia wieclokrotnego (wycigcie kostki)
a napreZenia styczne na prostopadlych do siebie Scianach
Ta = —Tut(n/2) = Tatn = —Tat(3nj2) = O SIMACOSA (d)

M Sens symbolu ¢ jest dwojaki. Na rysunku 2.14a, b przedstawia on i obraz, i warto$¢ napreze-
nia. We wzorach (2.13) i (2.14) symbol ¢ oznacza tylko konkretna warto$¢, podczas gdy obraz napre-
zen jest jak na rys. 2.14c.

) W podreczniku tym zamiast uzywanego dotychczas okreslenia: ,kierunek zgodny z kierunkiem
ruchu wskazowek zegara” uzywa si¢ umownie skrétu ,,wspdizegarowy™ i podobnie ,,przeciwzegarowy”
zamiast , kierunek przeciwny do kierunku ruchu wskazéowek zegara”.
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majg dla kazdego kata o jednakowe bezwzgledne warto$ci. Wynik ten jest stuszny dla
kazdego stanu naprezenia nie tylko rozciagania i nosi nazwe zasady symetrii naprgzen
stycznych.

Fizyczny sens tych rozwazan tatwo zrozumieé przez analogi¢ do przedstawienia ja-
kiego§ wektora R w réznych ukladach wspoirzednych (rys. 2.16a). W ukladzie x, y skia-
dowe wektora sa P, i P,, w ukladzie x,, y, sa to Q, 1 Q, rézne od poprzednich, sam
jednak wektor R nie zmienia sie. Ten wiasnie sens maja podane tu przeksztalcenia. I tak
dwém réznym wycigciom kostek z tego samego preta (rys. 2.16b) odpowiadaja rézne

vl <={4__..__. e % e S
; / /
Y, ————
“\ A 7\
! /;:;, = X o
&2 \ ,f"{/ __a"" 2y
\\ -;’-f."‘ (§ 4
{7 | - -
R’ X

Rys. 2.16. Analogia zagadnien: rozklad wektora i analiza stanu naprezenia

obrazy naprezen, jeden prostszy (kostka 1), drugi bardziej ztozony (kostka I7). Stan na-
piecia materiatu zostaje ten sam, jest tylko inaczej przedstawiony. Te tozsamo$¢ stanu
w obydwdéch obrazach (analogia do wektora R) uwidaczniamy nazywajac kazdy z nich
stanem prostego rozciqgania. Jest oczywiste, ze tozsamos¢ ta istnieje tylko wtedy, gdy
6,0, 1 1, spelniaja zaleznoscei (2.13) i (2.14) (patrz takze zadania 3 i 4).

Pokazana analogia nie oznacza, Zze stan napigcia jest wektorem. Gdyby tak bylo,
wypadkowa z o, i T,, cZyli napreZzenie p, nie zalezaloby od ustawienia przekroju, czyli
kata «. Wzor (b) przeczy temu przypuszezeniu. Wynika stad, ze stan napiecia nie jest
wektorem i ze sumowanie, rozklad lub superpozycje naprezen mozna wykonywac tylko wtedy,
gdy dzialajq one w jednym ustalonym przekroju.

Rys. 2.17. Stan odksztalcenia przy rozciaganiu

Zbadajmy obecnie obraz odksztalcen kostki abed (rys. 2.17). Dla prostoty rozwazan
przyjmujemy, Ze jest ona kwadratem o boku 2 cm i ze jej $rodek O jest nieruchomy.
Okreslmy przemieszczenia punktow A4 i D, bedacych srodkami bokow. Jak wiemy z art. 1.7,
elementy wzdluzne doznaja wydluZenia e, a poprzeczne skrocenia —ve. Poniewaz rzuty
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ukosnego elementu OA na osie x i y sa odpowiednio OA4, = 1:cosa i Ay 4 = 1-sin a,
zatem punkt 4 dozna poziomego przemieszczenia 44’ = 1-¢ cos a i pionowego 4’4’ =
= —1-vesin a. Zmienione po odksztalceniu rzuty odcinka OA na osie x i y sa odpo-
wiednio

x4 =0+¢e)cosa, y,=(1—ve)sina. (e)
Podobnie znajdujemy zmienione po odksztalceniu rzuty odcinka OD

xp=(l+¢sina, yp= —(l—ve)cosa, ()

przy czym yp < 0, gdyz i pierwotny rzut ODy, = —1-cosa < 0. Z zaleznosci (e) i (f)

wyznaczamy® zmienione dlugoéci 04’ i OD'. 1 tak

0A' = ]/xi +y2 & ,/1 +2¢(cos? o —vsina) ~ 1+e(cos?a—vsin?a),
a wzgledne wydluzenie &, w kierunku OA

g, = (0A' —0A)/OA = e(cos®a—vsin2a). (2)

\

Podobne przeksztalcenia dla odcinka OD’ daja
e,_n=(0D'—0D)/OD = &(sin? « —v cos? a) (h)
2
jako warto§¢ wydtuzenia wzglednego w kierunku OD. Na koniec okre§lamy kat A'OD’

z iloczynu skalarnego wektoréw OA’ i OD’
cosxA'OD" =x,xp+y,4yp = [(1 +6)*—(1 —ve)?] sinaxcosa. (i)

. W rzeczywistosci kat A’OD’ rézni sie tylko o bardzo maly kat y, od kata prostego =/2,

wobec czego cos X A’OD’ = cos [(n/2)—7v,] = siny, = y,. Uwzgledniajac to otrzymu-
jemy z wyrazenia (i)
Y. =21 +v)esinacosa, )

przy czym pominigto, jak poprzednio, wielko§é &2 w stosunku do e. Wprowadzony tu
kat y, jest znanym juz z art. 1.6 katem odksztalcenia postaciowego. Swiadczy to, ze badana
kostka abcd zamienia si¢ w rownolegloboczna a’'b’c’d’.

Zaleznosci (g), (h) oraz (j) sformulowano wylacznie z zalezno$ci geometrycznych.
Nalezy jednak pamigtac, ze przyczyna odksztalceri jest rozciaganie naprezeniami o. Aby
uwidoczni¢ ten przyczynowy zwiazek, nalezy w tych zalezno$ciach podstawi¢ & = o/E.
W szczegdlnodei zalezno$é (j) przybiera wtedy postad

_ 2(1+v)

Ya B oSinecoso. (2.15)

Jak widaé, kat 7y, jest proporcjonalny do napreZenia 7, (wzér d). Kwestig¢ tg¢ zbadamy
dokladniej w art. 3.1. -

) Uwzgledniajac przy tym, ze € jest mate (rzedu © /00), pomijamy €* w stosunku do ¢. Ponadto ko-
rzystamy z przyblizenia

Vita~1+@2), gy a<gl1.
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Zadania

1. W precie (rys. 2.14a) o = 100 MPa. Wyznaczy¢ i narysowa¢ skladowe naprezenia o, i 7, W prze-
krojach, gdy: &; = —n/6 = —30°, x, = n/3 = 60°. Sprawdzi¢ stuszno$¢ zasady symetrii .

Odp. d_300 = 75 MPa, gsoc = 25 MPa, T_300 = —43,3 MPa = —1¢qe.

2, W precie (rys. 2.14a) 0 = —120 MPa ($ciskanie). Wyznaczy¢ ustawienie przekroju, w ktérym:
a) o, = —30 MPa, b) 7, = 30 MPa.

Odp. a) o« = +60°, £120°; b) &« = —15°, —75°, 105°, 165°.

3. Na bokach ab i cdkostki II (rys. 2.16b) dziataja 0’ = 80 MPa, na bokach bc i da za$ o’ = 20 MPa,
na wszystkich bokach © = 40 MPa skierowane jak na rysunku. Czy to jest stan prostego rozciagania ?

Rozwiagzanie. Przypusémy, ze tak jest. Wtedy 6', o'’ oraz = musza spetniaé rOwnania (2.13)
i(2.14). Niewiadomymi sa: ¢ i «. Poniewaz boki ab i bc sa prostopadle do siebie, zatem z wzoréw (c)
mamy

0, =0 =80 MPa = ccos?x, Oyynjz) =0 =20 MPa = osin? &,
skad
tga = +)0”jo’ = 40,5, cos?a =1/(1+tg?2a) =08, o =100 MPa.
Sprawdzmy teraz zaleznos¢ (2.14). Gdy tgx = 0,5, cos & = 2/‘/ 5—, sin & = 1// 5 wtedy dane © =
= 40 MPa ma by¢ rowne 7, = 100-(1/y/5)- 2/y/5) = 40 MPa, co, jak wida¢, ma miejsce. Wartosé ,

gdy tg « = —0,5, nie spelnia rownania (2.14), bo dane z > 0, a 7, < 0. Badany stan jest wigc stanem
prostego- rozciggania, gdy ¢ = 100 MPa, &« = arctg 0,5 = 26,6°. ]
4. Jedliby na kostk¢ z zadania poprzedniego dzialaly naprezemia o’ = —20 MPa (Sciskanie)

przy innych danych nie zmienionych, to czy taki stan bylby stanem prostego rozciagania?

Odp. . Nie, gdyz tg « mialby wtedy wartos¢ urojona.

5. Wyznaczyé wzgledne wydluzenie i kat odksztalcenia postaciowego kostki abed (rys. 2.17),
gdy & =7/6 = 30° » = 0,3, € = 0,7°/50. ;

Odp. W kierunku OA4: ¢, = 0,7-10-3(0,75—0,3-0,25) = 0,47-10-3 = 0,470/00; w kierunku OD:
£y amizy = 0,017:10=* = 0,0179/40; kat y, = 0,79-10-3 rad.
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3.1. Stan czystego Scinania

Badajac stan rozciagania otrzymaliémy na bokach myslowo wycigtej kostki (rys. 2.15

+ i 2.17) zlozone obrazy naprezefi i odksztalceni. Obrazy te uproscimy przez ich rozklad na

stany prostsze. I tak uklad naprezen (rys. 3.l1a) jest superpozycja dwoch skladnikéw.
Pierwszy z nich to rozciaganie kostki w dwdch prostopadiych kierunkach naprezeniami
6y = Opin 1 Opriniz) = Ouranyay. DIUGL stan, tzw. czystego Scinania, to dzialanie samych
naprezen stycznych réwnych co do wartosci, -réwnomiernie roztozonych na bokach i pa-
rami skierowanych do wspdlnej krawedzi, tj. a i ¢, albo od niej, tj. b i d. Po takim omé-
wieniu, do opisania tego stanu wystarczy podanie wartosci naprezen t dzialajacych tylko
na jednym boku, np. ab.

Rys. 3.1. Wyodrebnienie stanu czystego $cinania i odksztatcenia postaciowego

Obecnie zbadamy wlasciwosei stanu czystego $cinania, gdy istnieje on oddzielnie od
pozostalych. Przede wszystkim stwierdzamy, ze kostka jest w rownowadze, gdyz od razu
widaé, ze sumy rzutéw na kierunki c¢d i da sa tozsamosciowo rowne zeru, i podobnie suma

3.1. Stan czystego Scinania 51

momentéw wzgledem krawedzi d
C " h) I —(Tgs g2y VM) 1" = Th (I =I'17) =0,

gdzie h — wysokos¢ kostki prostopadle do plaszczyzny rysunku.

Analogicznie rozkladamy obraz odksztalcer (rys. 3.1b) na dwa skladniki. Pierwszy
z nich cechuje si¢ zmiana wymiaréw z zachowaniem katéw prostych w narozach kostki.
W stanie drugim, tzw. czystego odksztalcenia postaciowego, zachodzi tylko zmiana prostego
kata AOD bez zmiany wymiaréw. Zauwazmy teraz, ze miedzy skiadnikami naprezef
1 odksztalcen istnieje korelacja. Wynika ona z zasady superpozycji, a mianowicie ze skutek
(odksztalcenie) jest proporcjonalny do przyczyny (naprezenia) zawsze, a wiec niezaleznie
od sposobu wycigcia kostki, czyli kata «. Taka proporcjonalno$é obserwujemy migdzy
katem 7, i 7, (Wzdr 2.15). Podobnie latwo dowies¢ istnienia liniowej zaleznosci migdzy ¢,
1 &44(/2y (WZory g i h art. 2.5) a naprezeniami o, i 6,42 (Wzory c art. 2.5). Natomiast
przy powiazaniu skladnikéw obrazu naprezen i odksztalcen ,,na ki‘zyz” tej proporcjo-
nalnosci nie ma. W rezultacie otrzymujemy, ze za zmiang wymiaréw liniowych odpo-
wiedzialny jest uklad o, i 6,1(n/2), @ Za czyste odksztaicenie postaciowe odpowiedzialny Jest
tylko drugi ukiad, czyli. stan czystego Scinania.

Ten ogdlny zwiagzek wielkosci 7, 1 y, uwidaczniamy, opuszczajac w (2.15) wskaznik .
W rezultacie mamy

_20(l4y) 1
y=2EE0 _ T 3.1)

gdzie G oznacza tzw. modul sprezystosci postaciowej,

E
2(1+v)

Jak wida¢, modut G jest zwiazany z modutem Younga E i liczba Poissona v. Jesli wigc
znane s3 dwie z tych wielkosci, to trzecia jest juz znana z zaleznosci (3.2).

Wzér (3.1) ma postaé i fizyczny sens podobne do prawa Hooke’a przy rozcigganiu.
Z tego powodu nazywamy go prawem Hooke’a przy Scinaniu, w ktérym dwie wielkosci,
tj. T 1y, nie wigza si¢ juz z pretem, lecz elementarna kostka. Sposéb unieruchomienia

a) b) TA )

-}

G= (32

N =
0 , As
= As=yl =

Rys. 3.2, Parametry stanu czystego $cinania

kostki, jako sztywnej catosci, jest rzecza obojg¢tna. Zamiast rysowa¢é ja, jak na rys. 3.1b,
mozemy przedstawi¢ w ten sposdb, ze bok cd zostaje nieruchomy, $rodek O przesuwa sie
do 0", a przekatne db i ca zajmuja polozenie db’’ i ca’’ (rys. 3.2a). Widaé, ze przesunigcie
0" do O i obrét kostki, jako sztywnej caloéci, daje obraz poprzedni (rys. 3.1b).

4*
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Wykorzystujac zalezno$¢ (3.1) okreslimy energic odksztalcenia w stanie czystego
Scinania kostki (rys. 3.2a) o wymiarach /', I'" oraz wysokosci 4. Jesli t stopniowo wzrasta,
to proporcjonalnie rosng sita T = /"’ na cianie ab oraz przesuniecie As = aa’’ = yl' =
= 1l'/G tej $ciany, a wykres T'(As) jest linig prosta (rys. 3.2b), latwo zauwazyé¢, ze tylko
ta sita wykonuje prace, albowiem bok cd jest nieruchomy, a na bokach bc i da przesunigcia
sa z doktadnoécia do malych wyzszego rzedu prostopadie do odpowiednich sit. Ta praca L,
podobnie jak w przypadku rozciaggania (rys. 2.12), jest réwna polu OBC, czyli

L=3TAs=1I'l"h[2G.

Poniewaz material jest sprezysty, zatem praca ta zamienia sig catkowicie na potencjaina
energiec odksztalcenia U, skad
U=L=1l'l"hj2G. (3.3)

Przez analogi¢ do rozciagania, wprowadzamy pojecie wiasciwej energii odksztalcenia U
w stanie czystego §cinania, czyli

U =UI"h=72G Tub U =Gy*2. (3.4)

Z pojecia tego bedziemy korzysta¢ w daiszych rozwazaniach.

W powyzszych rozwazaniach stan czystego $cinania wyodrg¢bniono jako sktadnik
innego stanu (rys. 3.1). Powstaje pytanie, czy mozna zrealizowac stan czystego $cinania
bez innych skladnikéw ? Odpowiedz na to jest twierdzaca. Jeden ze sposobdw (rys. 3.3a)
polega na obciazeniu cienkosciennej kotowej rury przeciwnymi momentami M *. W obranym
przekroju C dzialaja naprezenia styczne t, state” wzdiuz grubosci & i-z racji osiowej

d7=16r¢rd8

Rys. 3.3. Typowa realizacja stanu czystego $cinania

symetrii jednakowe na calym obwodzie. Ich warto$¢ okreslamy z réwnowagi myslowo
odcietej czeéci CF rury. Elementarna sita dT' = 1dre, df (rys. 3.3¢) daje wzgledem $rodka
moment: dT r, = torl df. Catkowity moment wszystkich takich sil

27T

[ 62 dp=rt2rdri

M Doktadnosé tego zalozenia jest tym lepsza, im mniejszy jest stosunek d/r; (zadanie 1 art. 3.3).
Zbytnie jednak zmniejszenie stosunku d/r;, jest niemozliwe, z uwagi na zjawisko utraty statecznoscl
(rozdz. 15).
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rownowazy moment M* dzialajacy w przekroju F, skad

2mri o

T =

3.5)

Ten sam wynik otrzymamy badajac naprezenia w przekroju D dla czg¢éci HD rury. Obraz
naprezen dzialajacych na pierscien CD 1 na wycigty z niego element (rys. 3.3b) wykazuje,
7ze mamy tu czyste $cinanie. Element ten oraz wszystkie inne ulegaja skoszeniu o kat v,
a tworzaca BE staje sie linig Srubowa B'E. Dla calej rury oznacza to obrdt przekroju B
wzgledem przekroju E o kat ¢ okreSlony zalezno$cia
@ry, = BB =yl,

skad

@ =ylrg. (3.6)

Zaleznosci (3.5) 1 (3.6) umozliwiaja doswiadczalne okreslenie przebiegu t(y). Dziatajac
na osiowosymetryczna probke (rys. 3.4a) wzrastajacymi momentami M* mierzymy odpo-
wiadajace im wartosci kata ¢ na pomiarowej dlugosci I. Wstawiajac te wyniki pomiaréw
do (3.5) i (3.6) wyznaczamy odpowiadajace sobie wartosci t i y. Otrzymany w ten sposdb
wykres (rys. 3.4b) wykazuje duze podobiefistwo do wykresu rozciagania tego samego

a) | b) T4

@ér‘:

|

i

| |
-

7
Rys. 3.4. Wykres napre¢zen © w funkcji y

materiatu. I tak liniowa zalezno$¢ t(y) wyrazona prawem Hooke’a (3.1) obserwuje sie
tylko do pewnej warto$ci T = 1,0, 1ZW. granicy proporcjonalnosci przy czystym Scinaniu.
Podobnie jak przy rozciaganiu, mozna wprowadzi¢ pojgcia granic: sprezystosci T,
plastycznosci 1, itd. Okazuje si¢ zaréwno z teorii plastycznosci jak i badan do$wiadczal-
nych, ze wszystkie te wielkos$ci sa Sci§le zwiazane z wielko$ciami charakterystycznymi dla
rozciggania. Tak na przyklad dla metali stosunek t,.0p, Tspe> 7o 0dpowiednio do o
Ospr» R, jest staly i réwny ~0,58, tzn.

Toropl Tprop = Tspr/Tspr = Tp1/R, = 0,58. 3.7

Informacje¢ (3.7) wykorzystamy do okreSlenia dopuszczalnych naprezen. Jesli wymagany
wspolczynnik bezpieczenstwa w odniesieniu do 1, ma byé réwny n,, to dopuszczalne
naprezenie styczne T = k, v stanie czystego Scinania jest

k,=1,/n, ~ 0,58R .[n, = 0,58 k,, (3.8)

prop»>

gdzie k, = R,/n, jest to dopuszczalne naprezenie przy rozciaganiu. Bardziej ogdlne ujecie
tej kwestii podano w rozdz. 8.
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Zadania

1. W kostce (rys. 3.2a), w ktoérej!” = [’ = 10 cm, zmierzono przemieszczenie As = B = 0,192 mm
wywolane naprgzeniami r = 51 MPa. Jaki jest modul G materialu i jaka liczba Poissona, jesli E =
= 7,0-10* MPa? 4

Odp. y = bb"[bc = As/l' = 1,92-10%rad, G = t/y = 2,66:10* MPa, v = (E/2G)—1 = 0,32.

2. W jednej z ksiazek podano dla uranu: £ = 1,9-10° kG/ecm?, G = 0,5-10° kG/cm?, » = 0,28.
Czy tym danym mozna wierzy¢?

Odp. Nie. Wedlug (1.11b): 0 < » < 0,5, Dla tych granicznych wartoéci » mamy z wzoru (3.2),
z¢ 0,33 < (G/E) < 0,50, tymczasem tutaj G/E ~ 0,26. Jesli zawierzy¢, ze E i » s podane prawidtowo,
to G = 0,74-10° kG/cm? = 0,72:10° MPa,

3. T¢ sama kostk¢ obciazono raz na rozcigganie, drugi raz na Scinanie. Liczbowe wartosci o i
sa rowne. Czy wlasciwa energia bedzie tez ta sama?

Odp. Nie. Stosunek U,/U, = E/G = 2 (1+v) > 2.

4. Rura stalowa (G = 8,1:10* MPa) o- dtugosci / = 2 m obcigzona jak na rys. 3.3a momentami
M* = 40-10° Nm ma mie¢ w stosunku do 7,, wspolczynnik bezpieczenstwa n, = 3,0 oraz kat @ obro-
tu koncowych przekrojow co najwyzej rowny 0,4°. Wyznaczy¢ wymiary przekroju rury, jesli R, =
= 220 MPa.

Odp. Z warunku 7 < k, = 0,58 R./n. = 42,5 MPa i y = 7/G = k,/G = 0,525-10~2 rad; po pod-
stawieniu do (3.6) mamy ry = yl/p = 15,04 cm = 15,0 cm, gdzie ¢ = © 0,4°/180° = 6,98 -102 rad.
Z wzoru (3.5) 6 = M*2nrZ k, = 0,67 cm = 7 mm.

5. Obliczy¢ ilo$¢ energii odksztalcenia w rurze z zadania 4.

Odp. Z wzoru (3.4): U’ = 1,12-10* J/m3, objetos¢ rury V = 2rr, I = 1,32-10-2 m?, skad U =
=U'. V=1411J.

3.2. Skrecanie pretow. Wykresy momentéw skrecajacych
Nawigzujac do art. 1.4 przypominamy, ze drugi prosty przypadek pracy preta stanowi

skrecanie, przy ktérym w przekroju dziata jedynie moment skrecajacy M, o wektorze
pokrywajacym si¢ z osia preta. Moment M, uwazamy za dodatni, gdy jego wektor skiero-

Rys. 3.5. Definicja znakéw momentow skrecajacych

wany jest na zewnatrz przekroju badanej czesci preta (rys. 3.5a). Przy tej umowie wektory
dodatnich M, dla odcinka preta wykazuja analogie z sitami rozciagajacymi (rys. 3.5b),
a dla ujemnych M, (rys. 3.5c) analogi¢ z sitami $ciskajacymi.

Wezmy teraz pret (rys. 3.6a) obciazony w przekrojach B, C i E momentami M:,
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M: i M:, ktorych wektory pokrywaja si¢ z osia preta (1), Rownowaga preta wyraza sie
przy tym warunkiem

M%—ME+ME=0. (@)
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Rys. 3.6. Przyktady budowy wykresow M

Wektorowy obraz tego obcigzenia przypomina obciaZenie preta sitami skupionymi.
Takie przedstawienic ulatwia wyznaczenie wysitku przekrojéw. 1 tak dla przekrojow
a-a i d-d z odpowiednich rysunkéw widaé, Zze ich wysilek stanowia momenty skrecajace

Msa=M:s Msa=Mz—M;=M;, (b)

przy czym, zgodnie z umowa, My, jest ujemny, a M, dodatni. Wyniki te przedstawiamy
na wykresie momentow skrecajacych w sposéb podobny jak budowaliSmy wykres sit
normalnych. Wyglad wykresu M, przypomina wykresy sii normalnych.

Analogicznie badamy przypadek prgta obciazonego w sposdb ciagly momentami me*
1 utrzymanego w réwnowadze momentem M: (rys. 3.6b). Wektorowe przedstawienie
obcigZenia daje obraz jak dla preta obciazonego sitami masowymi. Z rysunku tego odczy-
tujemy od razu warunek rownowagi calosci preta Mz = m*l, a z nastgpnego rysunku
wysitek przekroju a-a, jako moment skrgcajacy M,

My, = —Mj+m*x = —m*(l—x). (©)

Odpowiadajacy zalezno$ci (c) wykres momentéw skrecajacych ma podobny wyglad jak
wykres N (rys. 2.5) preta rozciaganego.

Uogdlniajac podane przyklady powiemy, ze skrecanie preta wystgpuje wtedy, gdy
obcigzenia stanowia momenty o wektorach réownolegtych do osi preta. Szczegolnie wazny

M Symbole momentéw zewngtrznych, stanowiacych obciazenie preta, opatrzone sa gwiazdka
dla odréznienia od momentu skrecajacego M, jako wysitku przekroju.
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w budowie maszyn jest przypadek watu przekazujacego naped z silnika na zespol nape-
dzany, np. wirnik pompy (rys. 3.7). Dostarczona przez silnik moc N kW zostaje zuzyta
na pokonanie oporéw ruchu wirnika, wyrazajacych si¢ istnieniem momentu AM* Nm.

b)

(

moment napedowy

\ M¥

'Jf__
3 - @

Silnik sprzegto

o 4 moment oporowy
wirnik [ #

Rys. 3.7. Obcigzenie watu napg¢dowego

Jesli wat robi i1 obr/min, to moc odebrana przez wirnik jest M*w = M*wn/30 (N m/s,
czyli watow) i jest rowna mocy silnika wyrazonej tez w watach, tj. 1000 N. Z poréwnania
tych dwdch wielko$ci mamy szukana wartos¢ M*
mx= 20000V 550 N Nim, (3.9)
s n n
gdzie, jak juz powiedziano, N jest podane w kilowatach, a # w obrotach na minutg. Po
tym przeliczeniu otrzymujemy uklad obciazen typowy dla przypadku skrecania (rys. 3.7b).
Zbudowanie wykresu M, opaite, jak widzieliSmy, na metodzie przecigé jest niezbgdnym
pierwszym etapem analizy. Etapem nastgpnym jest okredlenie naprezent i odksztalcen
w skrecanym precie. W tym miejscu wystepuje istotna réznica migdzy rozpatrzonym juz
rozcigganiem lub $ciskaniem pretéw a zagadnieniem skrecania. O ile bowiem w poprzed-
nim przypadku obraz odksztalcen nie zalezal od ksztattu przekroju, to w przypadku
skrecania obraz ten jest czesciowo rézny dla réznych przekrojéw. Wspdlna cecha przy
skrecaniu pretdw jest to, Ze przekroje ich ulegaja obrotowi wokot osi preta. Odmienny
natomiast jest obraz odksztalcern na bocznej powierzchni preta. Rozréznienie tych cech
mozemy zaobserwowa¢ na rys. 3.3. W obecnym ujeciu jest to skrecanie cienkoSciennej
rury. Kat ¢, zwany odtad kqtem skrecenia, jest ta wspolna cecha odksztalcenia. Obraz
odksztalcenn powierzchni, tzn, przej$cie tworzacej BE w linig¢ B'E, jest ta cecha, ktora jest
rézna dla pretdw o réznych ksztaltach przekroju. Ten fakt powcduje, ze okredlenie na-
preien i odksztalcen dla réznych ksztattéw przekroju trzeba prowadzi¢ odrebnie.

Zadania

1. Jaki moment skrecajacy dziala w przekroju C walka (rys. 3.6a)?
Odp. Udzielenie odpowiedzi na gruncie wytrzymaioéci nie jest mozliwe, wiadome jest tylko, ze
w przekroju tuz na lewo od punktu C moment M, = — M}, tuz na prawo od tego punktu M; = M;
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2. Dla podanych pretéow (rys. 3.8) wykonaé wykresy momentdéw M, i okresli¢ ich ekstremalne
wartosci (dodatnie i ujemne).
Odp. Dla watka (rys. 3.8a) odpowiednio -+ M i —2M, dla walka (rys. 3.8b)+ 1200 N m i —800 N m.

b) /«l 40cmn—-—£—-—;~ 081—-—;

__\\ /

m*=20~103Nm m M*=204103Nm
M*=1,0-‘|03 Nm l—30cm ’ / g :

Rys. 3.8.

3. Tak zwany kardanowy wat laczacy w samochodzie skrzynke biegobw z tylnym mostem przenosi
moc silnika N = 80 KM przy n = 2800600 obr/min zaleznie od wlaczenia réznych ,,biegow’.
Wat wykonany jest jako rura (2r, = 5,2 cm, grubos¢ 6 = 3 mmy). Obliczy¢ ekstremalna warto$¢ na-
prezenia T.

Odp. Maksymalny moment wystapi przy # = 600 obr/min. Moc silnika N =75-80 kG m/s =
= 58 900 Nm/s = 58,9 kW. Z wzoru (3.9) M* =936 Nm, a z (3.5) t = 73 MPa = 750 kG/cm?.

3.3. Skrecanie pryzmatycznego preta o przekroju kolowym

Przedmiotem analizy jest pret drazony, majacy otwdr wspdtérodkowy o Srednicy
d, = 2r, (tys. 3.9a). Analize skrecania rozpoczynamy od opisu odksztalcenn. Narysowana
na bocznej powierzchni nie obciazonego prgta prostokatna siatka zmienia si¢ po obcia-

o’

Y

Rys. 3.9. Obraz odksztalcen przy skrecaniu preta kolowego

Zeniu momentami M* w uko$nokatna (rys. 3.9b). Luki kot zostaja nie zmienione, a wy-
kazuja tylko wzgledny obrét. Drugie linie siatki, tj. tworzace, zamieniaja si¢ na linie
srubowe o bardzo duzym skoku. W zakresie matych odksztalcen stwierdzono réwniez,
7e dlugosci bokow siatki nie ulegaja zmianie. Tak wigc na powierzchni bocznej dostgpne;j
obserwacjom mamy odksztalcenie postaciowe scharakteryzowane katem ..

Powyzsze dane doswiadczalne nie mowia nic o odksztalceniach w niedostgpnym
wnetrzu preta. Trudno$é tg¢ omijamy droga hipotezy, okreslajacej obraz odksztalcen we
wngetrzu preta, a nastepnie w drodze rozumowania formultujemy takie wnioski, ktére mozna
sprawdzi¢ doswiadczalnie. Pozytywny wynik weryfikacji jest posrednim dowodem stusz-
nosci hipotezy.
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Taka hipoteza robocza jest hipoteza plaskich przekrojéw. Glosi ona, ze przy skrgcaniu
kolowego preta poprzeczne przekroje nie doznaja zadnych odksztalcen, a tylko obracaja
si¢ wokot osi preta. Opierajac sie na tym widzimy (rys. 3.10), ze elementarna wspotsrodkowa

Rys. 3.10. Odksztalcenia elementarnej rury wycietej myslowo ze skrecanego preta

rura o promieniu r i grubosci $cianki dr ulega skreceniu o ten sam kat ¢ co i caly pret.
Obraz odksztalcen jest identyczny jak w cienkosciennej rurze (rys. 3.3). Wykorzystujac
to wyznaczamy z wzoru (3.6) kat y, odksztalcenia postaciowego elementarnej rury

ve=gr/l, (@)
przy czym zamiast ry wstawiono aktualny obecnie promieni r. Stosujac nastepnie prawo

Hooke’a (3.1) mamy
7, = Gy, = Gor/l, (b)

Jjako warto$¢ naprezenia stycznego dziatajacego w poprzecznych przekrojach elementarnej
rury. Potrzebny do jej skrgcenia moment d M okreslamy z (3.5) z tym, Ze obecnie 6 = dr,

dM = 2nr2drt, = (Gp/l)2mr3dr. (c)
Do skrgcenia wszystkich takich rur, skiadajacych si¢ na badany pre¢t, potrzebny jest mo-
ment rowny sumie dM, gdy r zmienia si¢ w przedziale (v, ;). Z drugiej strony moment
ten jest rowny obcigzajacemu momentowi M* (rys. 3.9). Wynika stad, ze

M* = —Gli f27cr3dr. (d)

Oznaczajac przez J, warto$¢ calki

e 4 4 4 4
i 3 N TC(VZ—TW) . Tc(d:_dw)
Jo = f2nr dr = 3 = 3 (3.10)
wyznaczamy nie znany dotad kat skrecenia
M*]
= 3.11
@ GJa rad (3.11)
oraz jego intensywno$é¢ © = @/, tzw. wzgledne skrecenie,
M*
O®=-— rad/m. (3.12)

GJ,
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Wielko$¢ ta stanowi wygodna, bo oderwana od diugosci preta, miare odksztalcen przy
skregcaniu réznych pretéw roznie obciazonych. Jak widaé, wzgledne skrecenie O jest
proporcjonalne do momentu AM*, a odwrotnie proporcjonalne do iloczynu GJy, tzw. sztyw-

Rys. 3.11. Rozklad naprezen v przy skrecaniu preta kolowego

noSci preta na skrecanie. Wielko$¢ J, jest czysto geometryczna. Dla preta kolowego ma
ona dodatkowo pewien sens fizyczny, gdyz jest to tzw. biegunowy moment bezwiadnosci
przekroju (art. 4.5).

Majac warto$¢ ¢ wyznaczamy z wzoru (b) napr¢zenie

M*’.
T = Te (3.13)
Maksymalna warto$¢ t,,, odpowiada r = r. i mozZe by¢ przedstawiona w postaci
A M*r,  M*
max = Ty = (3.14)

gdzie W, = Jo/r, — tzw. wskainik wytrzymalosci na skrecanie :
3 4 dw 4
WO=“1‘22 [1—((2‘:)]z0,2d2[1—(d2)]. (3.15)
Gdy pret jest pelny, wtedy oczywiscie we wzorach (3.10) i (3.15) nalezy wstawié r,, = O.
Z wzoru (3.13) wynika proporcjonalnos$é 7, do dlugosci promienia ». Ponadto wiemy,
ze w kazdym punkcie przekroju 7, jest prostopadle do odpowiedniego promienia. Te
cechy daja obraz naprezen, jak na rys. 3.11a, b. W przekrojach podtuznych (rys. 3.11c)
dzialaja réwniez naprezenia styczne o wartosciach réwnych odpowiednim naprezeniom
w przekroju poprzecznym (zasada symetrii naprezen stycznych). Z obrazdw tych widad,
ze material preta w otoczeniu osi jest stabo wykorzystany (male 7,) w poréwnaniu z widk-
nami zewngtrznymi (7). Bardziej réwnomierne wykorzystanie materialu daja prety
drazone, ktére przez usuniecie bezuzytecznego $rodka sa lzejsze niz prety pelne.
Zaleznosci (3.11) 1 (3.14) wielokrotnie weryfikowano do§wiadczalnie z wynikiem po-
zytywnym. Swiadczy to o stusznosci przyjetej hipotezy. Te same wyniki daje teoria spre-
zystosci, co stanowi jeszcze jeden dowdd ich poprawnosci. Wzory te mozna stosowad
tylko w zakresie waznosci prawa Hooke’a (wzér b), a wiec wtedy, gdy material preta jest

sprezysty.
Okreslmy jeszcze emergie U, odksztalcenia preta o jednostkowej diugosci. Traktujac
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pret (rys. 3.10) jako zbior cienkosciennych rur, mamy dla jednej z nich energig
U'rrdr-1) = (7/2G) 2rrdr-1) = (M*2/2GJ2)(2rnr3dr) -1, (e)

gdzie U’ = 17/2G — whasciwa energia odksztalcenia. Catkowita energia U, preta jest
suma wyrazen (e), gdy r zmienia si¢ od r = r,, do r = r,. Przy uwzglednieniu (3.10)

M2
f2n1'3 dr =

*2

2GJ,

Z drugiej strony energia U, jest rowna pracy L, jaka wykona wzrastajacy stopniowo
moment M* w przekroju B (rys. 3.9b) na rosnacym réwnoczeénie kacie ¢ = Q-1 obrotu

tego przekroju. Sytuacja jest podobna jak przy rozciaganiu (rys. 2.12), przy czym role P

spetnia M*, a rolg Al kat ¢. W rezultacie

1
Li=-M0=U, Jm (3.17)
1 po podstawieniu @ z (3.12) otrzymujemy ten sam wynik (3.16).
Te rozwazania ilustruja dwie réwnolegle metody okre$lenia energii odksztatcenia, raz
jako sumy energii zgromadzonej we wszystkich elementach ciata, drugi raz jako wynik
pracy obciazenia na odpowiednich przesunieciach. Ze sposirzezenia tego bedziemy czesto

korzystac.

Zadania

1. Formutujac zalezno$¢ (3.5) zalozono, ze 7 = const wzdluz grubosci rury. Zbada¢ dokiadno$é
tego zatozenia.

Odp. Traktujac rure (rys. 3.3) jako wal drazony (rys. 3.11a), w ktérym r. = r+(6/2), ry = rs—
—(0/2), otrzymujemy

To = (M*[2mr, 8)/[1+(5)2 1:)?]

Oraz Tmar = Tee [1+(0/2r)], Tmin = Toll —(6/2r:)]. Gdy 6/2r,, = 0,1, wdwczas Sciste wartosci 7,
Tmaxs Tm'n YOZnig sie odpowiednio o —2,5% 00, +5%, —5% od wartosci okreslonej wzorem (3.5).

2. Obliczy¢ warto$ci Tmax 1 @ dla walka (rys. 3.9), jesli M* = 1,5-103 Nm, 4. = 6¢cm, d, = 0,
[ =2m, G=38,0-10* MPa.

Odp. Tmax = 35,0 MPa, ¢ = 2,95-10-2 rad = 1,69°.

3. Pret przenoszacy moment M; = 3,0:10° N m przy warunku 7m.x < 40 MPa mozna wykonaé
jako pelny badz drazony, przy czym d,/d- = 0,7. Poréwnac¢ te warianty z uwagi na ciezar i sztywnos¢.

Odp. W wariancie [ jest d. = 7,25 cm; w wariancie II bedzie d. = 7,96 cm, d,, = 0,7 d. = 5,58 cm.
Stosunck cigzaréw 1,63; stosunek katdéw skrecenia ¢,/@n = Jour/Jor = 1,10. Tak wigc pret pelny
jest i ciezszy, i mniej sztywny niz drazony (przy rownych M i Thax).

4. Skrgcana momentem M* = 50-10° N m prdobka (d- = 2 cm) wykazala na pomiarowej diu-
gosci I = 20 cm kat skrecenia @ — 1°20° = 1,33°. Jaki jest modul G sprezystosci postaciowej ?¢!

Odp. Z wzoru (3.11) G = M*llJ, p = 2,75:10'° N/m? = 2,75-10* MPa.

5. W czasie pracy zespolu (rys. 3.7) zmierzono kat skrecenia ¢ = 0,180° migdzy przekrojami walu
odleglymi o / = 50 cm. Okresli¢ moc® pobierana przez wirnik, jesli 7 = 1450 obr/min, d- = $ cm,
G = 8,0-10* MPa.

(1) Jest to powszechnie stosowana metoda pomiaru G.
(2 Jest to jedna ze stosowanych w praktyce metod pomiaru mocy,
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Odp. M* = ¢ GJofl =308 Nm, N = 47 kW.

6. Osadzona obrotowo w korpusie praktycznie nieodksztalcalna dzwignia BC (rys. 3.12) laczy sig
z walkiem BE blokujacym jej swobodny obrét. Wyznaczy¢é naprezenie Tn.. i energi¢ odksztalcenia
w watku oraz przesuniccie punktu C wywolane sita P. G = 8,0-10* MPa.

obcigzenie watka M* M
A

_ 4\ Y T reakcja watka M¥*=Pa=48KNm

£
14
korpus
diwignia™ reakeja korpusu R=

Rys. 3.12.

Odp. Widaé¢ z rysunku, ze walek jest skrecany. Moment M* = 4,8 kN m, Tn.x = M*/ W, =
= 382 MPa, energia U = U, ! =457J, kat ¢ = 0,191 rad. Przesunigcie CC’ = ap = 11,4 cm jest
dos¢ duze. Te ceche wykorzystuje sie w roznych urzadzeniach, jak zawieszenia karoserii itp.

3.4. Skrecanie pretow o przekrojach niekolowych

Przy skrecaniu takich pretéw, np. o przekroju prostokatnym (rys. 3.13), obserwujemy
bardziej ztozony obraz odksztalceri niz w przypadku prgta kolowego. Nacigta na bocznej
powierzchn. preta pierwotnie prostokatna siatka po jego skreceniu odksztalca si¢ nie-

Rys. 3.13. Typowy obraz odksztalcen bocznej powierzchni skrecanego preta o niekotowym przekroju

ednakowo, np. oczka A i B. Wida¢ réwniez, ze linie pierwotnie proste i prostopadie do
osi preta, jak linia CD, po skreceniu staja si¢ zakrzywione. Oznacza to, Ze pier-
wotny plaski przekréj ma pewno nic zostaje plaski. W tych warunkach wykorzystana
uprzednio hipoteza ptaskich przekrojow przestaje byé stuszna. Jej odrzucenie powo-
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duje, ze dla takich pr¢tdw metodami wytrzymatosci materialéw nie mozna na ogét okreélic
ani naprezen, ani odksztalcen.

‘Ms/-\obwi;dnia kierunkdw T

7

e

Rys. 3.14. Obraz napre¢zen przy skrecaniu i analogia hydrodynamiczna

Pelne rozwiazanie tego zagadnienia daje teoria sprezystosci, a najwazniejsze jego
wyniki ilustruje rys. 3.14. Pierwszym jest to, ze przy skrecaniu kazdego pryzmatycznego
preta w jego przekroju poprzecznym istniejq tylko naprezenia styczne T, ktérych kierunki
1 wartodci sa rézne w réznych punktach przekroju. Kierunki naprezen wykazuja analogie
do predkodci czastek cieczy nielepkiej i niesciSliwej krqzqcej ruchem ustalonym w plaskim
naczyniu o ksztalcie identycznym z przekrojem preta skrecanego. Ta tzw. analogia hydro-
dynamiczna utatwia uzmystowienie sobie tego faktu, ze obwiednie kierunkéw 7 tworza
linie zamknigte, analogiczne do toréw czastek krazacej cieczy. Wartosci naprezen = w punk-
tach jednej obwiedni nie s3 na ogot jednakowe. Zaleza one od wymiaréw przekroju i mo-
mentu skrecajacego, nie zaleza natomiast od modulu G. Wzgledne skrecenie @ badanego
preta zalezy od ksztaltu i wymiardw przekroju i jest proporcjonalne do momentu skreca-
jacego, a odwrotnie proporcjonalne do modutu G.

b
powierzchnie
swobodne

. powierzchnia
swobodna

Rys. 3.15. Jakosciowa analiza obrazu naprezen przy skrecaniu

Wykorzystujac zasadg symetrii napreZen stycznych mozémy ustali¢ niektdre jakosciowe
cechy rozkladu naprezen (rys. 3.15). W elemencie A, ktérego jedna $cianka lezy na bocznej
powierzchni preta, naprezenie t, musi mie¢ kierunek konturu przekroju. Gdyby tak nie
bylo, wéwczas wypadkowe naprezenie t% miatoby sktadowa t; prostopadta do krawedzi.
Na zasadzie symetrii naprezen stycznych musiatoby istnieé naprezenie 74 = 74 na bocznej
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powierzchni preta. Ta jednak powierzchnia jest swobodna, czyli ze 7, = 0, skad wynika,
ze i 1, = 0. Uogdlniajac to dla innych elementéw, np. B, widzimy, ze naprezenia styczne
we wszystkich elementach przekroju przylegajacych do jego konturu majq kierunek do tego
konturu rownolegly.

To samo rozumowanie daje, Ze w narozach takich jak C, gdzie wewnetrzny kat «; < =,
naprezenia styczne sa réwne zeru. Gdyby bowiem istnialo tam napre¢zenie 1o, wowczas
musialyby istnie¢ réwniez jego sktadowe Te 1 Te prostopadte do odpowiednich krawedzi,
a to, jak juz wiemy, jest niemozliwe. Inaczej przedstawia si¢ sytuacja w narozach takich
jak D, gdzie a, > w. Jak widaé, zadna ze Scianek elementu D nie nalezy do swobodnej
powierzchni preta i zasada symetrii naprezen stycznych nie daje zadnej informacji o skla-
dowych 15, i 7. Odpowiedz otrzymujemy z teorii sprezystosci. Okazuje sie, Ze w bezpo-
§rednim otoczeniu narozy o kacie a, > 7 naprezenia, przy zatoZeniu idealnej i nieogra-
niczonej sprezystoSci materiatu, sg teoretycznie nieskonczenie wielkie. Oznacza to, ze
w tych miejscach (na bardzo matej czgéci przekroju) wystepuja trwale odksztalcenia, nawet
gdy obciazenia sa bardzo mate.

Wyniki rozwigzan otrzymanych w teorii sprezystosci podano w tabl. 3.1, przy czym
ograniczono si¢ w zasadzie do informacji niezbednych w praktycznych zastosowaniach,
a mianowicie wartosci T, i © oraz okre$lenia punktow przekroju, w ktérych dziala t,,,,.
Wartosci T, 1 O lacznie z otrzymanymi poprzednio w art. 3.3 przedstawiono w postaci

Tmax = MS/WS" (3'18)
6 = M,|/GJ,, (3.19)

gdzie W, J,— wielkosci czysto geometryczne zalezne tylko od ksztaltu i wymiardw prze-
kroju. Wielkos¢ W zalezy od szescianu wymiaru charakteryzujacego dany przekrdj,
a J; od jego czwartej potegi. Innymi stowy wielkosci W, wyrazaja sic w cm?, a J, w cm?.
Dla przekroju kotowego W i J; przechodza w okre§lone poprzednio wielkosci W, i J,
i w tym przypadku maja pewien dodatkowy sens fizyczny. Podobnie jak w precie kotowym
iloczyn GJ; nazywamy sztywnosciq na skrecanie

T = @i (3.20)

Ilo$¢ energii odksztalcenia na jednostke ditugosci preta, czyli U,, okre$lona jest nadal
wzorem (3.16), w ktérym role GJ, spelnia teraz sztywnos¢ C, czyli
M*Z M*Z

Zadania

1. Dwa prety o jednakowej dtugosci / = 100 cm, jeden o przekroju kwadratowym (I = b = 5 cm),
drugi o przekroju prostokatnym (A = 10 cm, b = 2,5 cm) obciazono jednakowymi momentami M* =
= 10® N m (rys. 3.13). W jakim stosunku do siebie sa maksymalne naprezenia, katy skrecenia i ener-
gia odksztatcenia?

Odp. Tmaxt/Tmaxrr = 0,59, @r/@s = 0,41, Uy /Uy = 0,41; pret o przekroju kwadratowym ma mniej-
sze naprezenia i jest sztywniejszy od preta prostokatnego o tym samym ciezarze.
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Tablica 1.3

Tmax W punktach
konturu zewnetrz-
nego

Tmax = T/_(
w punkcie B
Tg = Tmax/w

Tmax = TA, CZyli
w Srodkach dluz-
szych bokow,

w srodkach krot-
szych bokow zp

= CaTpax, W Na-
rozach T =0

Tmax W Srodkach
bokoéw, w naro-
zach v =0

Tmax W Srodkach
bokdéw, w nare- |
zach T =0

Trmax W Srodku dtu-
gich bokow odcin-
ka o grubosci J,,,

Tmax W DIigjSCU,
gdzie grubosc 4 jest
6min; F 7 pOIe
ograniczone linia
Srodkowa miedzy
zewnetrznym i we- |
wnetrznym kontu-
rem

|
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2. Wyznaczy¢ liczbowe wartosci Tmax, 75, @ i U dla preta o prostokatnym przekroju z zad. 1, jesli
G = 2,65-10* MPa.

Odp. Tmax = 65 MPa, 75 = 52 MPa, ¢ = 6] = 0,106 rad = 6,1°, U = 53 J.

3. W precie 0 dowolnym niekolowym przekroju powigkszono 1,5 razy wymiary tego przekroju.
Jak zmieni Si¢ T, @ 1 U?

Odp. Tmax zmaleje w stosunku 1/1,5% = 0,288, @ i U zmaleja w stosunku 1/1,54 = 0,196.

4. Prety: szklany (G = 2,4-10* MPa) i stalowy (G = 8,0-10* MPa) o jednakowym (np. eliptycz-
nym) przekroju skrecane sa jednakowymi momentami. W ktérym z nich naprezenia sa wicksze?

Odp. Sa jednakowe, albowiem wartosci T nie zalezq od modulu G; rézne natomiast s3 odksztat-
cenia (katy skrecenia).

LA
=
- o 1\
o

AN

d—h—b

il

5. W skrzynkach biegéw stosuje si¢ walki wielowypustowe (rys. 3.16a) pracujace na skrecanie,
Wskaza¢ punkty przekroju, w ktorych naprezenia sa zerowe, a w ktorych bardzo duze.

Odp. Pierwszymi sa naroza A4, drugimi — naroza B (wewngtrzne).

6. Lacznik (rys. 3.16b) wykonano raz jako jednolity pret o przekroju prostokatnym, drugi raz jako
pakiet 20 tasm o grubosci b; = 1,5 mm kazda. Jaki jest stosunek 7., W tych konstrukcjach, jesli w wa-
runkach pracy wyst¢puje wymuszone skrecenie 4 wzgledem B o kat ¢ = 5°? G = 8,0:10* MPa.

Odp. Tmax = 570 MPa; w wariancie drugim kazda tasma skreca si¢ oddzielnie o ten sam kat @,
Tmaxzr = 35 MPa; Toaxt/Tmaxr = 16,3. Widaé, ze redukcja naprezen jest bardzo duza.

3.5. Skrecanie rur o dowolnym obrysie

Ogdlne reguly z poprzedniego artykutu zastosujemy do przypadku skrecania cienko-
$ciennej rury o dowolnym obrysie (rys. 3.17). W. przekroju poprzecznym wystepuja tylko
naprezenia styczne. NapreZenia t, i 15 w odpowiadajacych sobie punktach 4 i B krawedzi

b)

Rys. 3.17. Naprezenia przy skrecaniu cienkosciennej rury

5 Wytrzymaltosé materialow
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zewnetrznej 1 wewnetrznej sa styczne do tych krawedzi. Widaé, ze kierunki 7, i 5 Z uwagi
na matg grubo$é¢ § $cianki sa praktycznie jednakowe. Z racji ciagtosci zjawisk, naturaine
jest zatozenie, ze w innym punkcie C linii 4B, napr¢Zenie 7. jest rownolegle do 7, 1 14.
Z tych samych powoddw wartosci T, Tg, Tc nie moga si¢ zbytnio réznic i dla celow prak-
tycznych mozna przyjaé, ze wzdluz grubosci naprezenie t jest stale w danym punkcie obwodu.
Nie oznacza to, ze warto$ci T w réznych punktach obwodu sg te same. Aby to zbadad,
rozpatrzmy réwnowage odcinka abdc plaszeza (rys. 3.17b). Na zasadzie symetrii napreze-
nia 7., na boku ab sa réwne naprezeniom t; w punktach przekroju poprzecznego na kra-
wedzi a. Podobnie t.4 sa réwne t,, dzialajacym w punktach przekroju poprzecznego na
krawedzi ¢. Réwnanie réwnowagi rzutéw na kierunek osi rury jest

Tap 04 AX —7,30,Ax =0,
a po podstawieniu T, = Ty 1 T, = Ty
Tq Oy = By Oy (a)

Poniewaz odcinek plaszcza obrano dowolnie, zatem zalezno$¢ (a) shuszna jest dla
wszystkich punktéw obwodu. Tak wiec przy skrecaniu cienkosciennej rury naprezenia
styczne tworza w przekroju poprzecznym obieg zamknigty i spelniaja zalezno$¢

70 = const . (b)

Wynika stad, ze naprezenie 1,,,, wystepuje w tym miejsct. obwodu, gdzie grubos¢ scianki
jest najmniejsza, czyli 6 = dpin-

a)

Tods ,r(—ii"
I,-:i'r"
\\ll‘ . aF
\&
\Q"
\\ |

Rys. 3.18. Wyznaczenie naprezen i kata skr¢cenia rury

Aby zwigzaé znang warto$é M, z nie znana jeszcze warto$cia iloczynu td, okreslmy
wypadkowy moment tych naprezen. Na pole § ds dziala sita 10 ds styczna do Srodkowej
linii konturu (rys. 3.18a). Jej moment wzglgdem obranego punktu O

(16ds)OC = 16-2dF,

gdzie dF — pole trojkata o podstawie ds i wysokosci OC. Sumujac wszystkie elementarne
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momenty, przy uwzglednieniu, ze td = const, mamy
f©6-2dF =218 [ dF = 276F , (c)
gdzie F— cale pole ograniczone $rodkowa linia konturu®,

Ten wypadkowy moment jest réwny wysitkowi przekroju, tj. M, skad poszukiwana
warto$¢ 1o jest

(s =
T 2F (3.22)
oraz warto$¢ 7., odpowiadajaca grubosci O,
M, M,
Tmax = ~2F5—mm = W, ’ GY)

gdzie W, = 2Fo,,,, sprowadza ten wynik do postaci (3.18).

Wzgledne skrgcenie @ wyznaczymy obliczajac dwojakim sposobem energie odksztal-
cenia U, jednostkowego odcinka (rys. 3.18b). Zgodnie z wzorem (3.4) porcja energii
zgromadzona w elemencie o objgtosci 1-0 ds jest

U'(8ds-1) = (s2/2G)(6ds-1) = M:ds/8GF2 6,

a catkowita energia rowna jest sumie takich porcji

M?2ds M? ds
Ur= } 56F75 ~ 8GF? f? fha, ©)

gdzie symbol f oznacza sumowanie po obwodzie rury. Z drugiej strony wedlug (3.17)
energia U, = M, ©/2. Poréwnujac to z wynikiem (e) mamy ostatecznie

M ds
08 e )( 3% e

Na ogét Scianka rury sklada sig z odcinkéw o statych grubosciach ;. Oznaczajac przez s;
dtugos¢ odcinka mamy

£ (dsfo) = Y (s:/6), ()
a gdy grubo$¢ ta jest stala na calym obwodzie s., wéwczas
fas=so. ®

Wynik (3.23) sprowadzamy do postaci (3.19) oznaczajac symbolem J, wielko$§¢ czysto
geometryczng

J, = 4F2|({ ds/5). (h)

Cienko$cienne rury pracujace na skrecanie stanowia przykiad konstrukcji racjonalnie
wykorzystujacej material. W poréwnaniu z pretami o przekroju zwartym (rys. 3.11b)

) Odmienne oznaczenie tego pola, tj. F, podkresla réznice tego pojecia od pola 4 materialnego
przekroju rury.

e
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usunieto tu materiat, ktory przy skrecaniu jest martwy i stanowi tylko niepotrzebny
balast. Réwnoczesnie odsuniecie materiatu od osi preta powoduje zwigkszenie sztywnosci
preta na skrecanie. Tak wigc prawidtowo zwymiarowana cienkoscienna rura jest kon-
strukcja i lekka, i sztywna. Aby to jednak osiagnaé, momenty zewnetrzne musza byc

b)

obraz odksztatcen

: P
Az \-_ ﬂ d

4
ksztatt
plerwotny

¥ Zebro
Mg =Pra; =M w przekroju B

Rys. 3.19. Wprowadzenie obciazen w cienkosciennej rurze
a) przyklad obciazenia i odksztalcen wadliwej konstrukcji bezzebrowej; b) statyka icbra B.

wprowadzone pod postacia naprezen t roztozonych na obwodzie tak, jak przewiduje
przeprowadzona analiza (wzdér b). W rzeczywistosci momenty zewngtrzne przylozone
sq z reguly jako pary sit skupionych P, i P, (rys. 3.19a). Gdyby tak konstrukcj¢ zostawic,
wéwezas postulat powyzszy nie bylby spetniony, a obraz odksztalcen rury bylby kraficowo
rézny od oczekiwanego. Mianowicie przekrdj poprzeczny ulegiby znieksztalceniu i juz
nawet male sity P, dalyby duze trwate odksztalcenia, a wigc zniszczenie ustroju. Aby
temu zapobiec, nalezy w przekroju obcigzonym wstawi¢ dostatecznie mocna przegrode,
tzw. zebro. Jego rola polega na zamianie momentu M* pary sit P, na taki sam moment
naprezen stycznych t, ale juz roztozonych na caltym obwodzie. T¢ funkcje zebra po jego
myslowym oddzieleniu od plaszcza widzimy na rys. 3.19b. Podobne zebro musi by¢ wsta-
wione w drugim przekroju E i ogdlnie w kazdym, w ktérym wprowadzamy skupione
obcigzenia zewnetrzne. Nieprzestrzeganie tej reguly jest tzw. blgdem sztuki inzynierskiej,
$wiadczacym negatywnie o kwalifikacjach zawodowych.

Zadania

1. Trzy cienkoscienne rury stalowe (rys. 3.20) o jednakowe) grubosci (6 = 3 mm), obwodzie (s, =
~ 100 cm) i dlugosci skrecane sa tym samym momentem. W jakim stosunku sa do siebie cigzary rur,
maksymalne naprezenia styczne i katy skrecenia?

! b=375¢cm
———————— ———

Iﬂ_
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Odp. Cigzary jednakowe; Tmaxrs/Tmaxi = 1,28 1 Tmaxrst/Tmaxr = 2,28; @ufpr = 1,63 i Qiu/opr =
= 5,20. Najlepsza jest rura kotowa.

2. Wyznaczyé Tmas, @ i wspolczynnik bezpieczefistwa dla rury II z poprzedniego zadania, jesli
M, =10-10 Nm, / =2 m, G = 8,0-10* MPa, a R, = 240 MPa.

Odp. Tmx = 26,7 MPa; z (3.7) 7,y = 0,58 R, = 139 MPa, skad n. = 3,2; O = 0,266 102 rad/m,
¢ = Ol =0,532-10-? rad =~ 0,30°.

3. Troéjkatna rure wykonano przez zagiecie arkusza blachy (0 = 4 mm) i zespawanie brzegow
wzdluz tworzacej A-A (rys. 3.21a), przy czym grubos$¢ spoiny d; = 5 mm. Okresli¢ napre¢zenia w spo-
inie i w blasze, jesli M* = 6:10> N m.

)

“, /7*250,77 /
o /

Rys. 3.21. Analiza naprezen w miejscach laczenia plaszcza

Rozwiazanie. Obliczajac F = 0,5 hb = 312 cm? mamy z (3.22) w blasze t = M,/2F 6 = 24 MPa.
Warto$é 7, w spoinie otrzymamy badajac rownowage paska A4ABC. W przekroju spoiny A-A dziata
wypadkowa sita 7, 0./, na boku BC za§ — 76/, skad 7,0, = 16 i 1, = 16/d; = 19,2 MPa.

4. Jak zmienia sie wyniki zadania 3, jesli spoin¢ A-4 wykona¢ odcinkami ¢ = 4 cm rozstawionymi
co t =8 cm (rys. 3.21b)?

Rozwiazanie. Z analizy réwnowagi paska A4ABC otrzymujemy teraz t.d,c (//t) = 70/, skad
7. = (76/8,) (t/c) = 38,4 MPa.

5, Rure z zadania 3 zamiast spawa¢ znitowano na zaktadke (rys. 3.21c). Zaktadajac jednakowa pra-
ce nitdw, okresli¢ site dziatajaca na jeden nit (podzialka r = 3 cm).

Rozwiazanie. Wydzielamy pasek plaszcza tworzaca BC z jednoczesnym przecieciem wszystkich
nitéw prostopadle do ich osi. W przekrojach nitéw dzialaja jednakowe z zalozenia i réwnolegle do
tworzacej BC sity T niezbedne do zachowania réwnowagi. Warunek rownowagi daje

Tty = 10l

skad T = 1dt. = 24-10° N/m?-0,4:-10-2 m-3:10-> m = 2,88-10°> N.

6. W rurze III (rys. 3.20) zwiekszono 1,5-krotnie wymiary b i r, a grubo$¢ ¢ zmieniono na 6, =
= 2 mm. Jak zmienia si¢ naprezenia, kat skrecenia, energia odksztalcenia i cigzar rury?

Odp. Ciezar bez zmiany, naprezenia zmaleja 1,5-krotnie, kat skrecenia i emergia zmaleja w sto-
sunku 1:(1,5)?, tj. 2,25 razy.
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3.6. Skrecanie cienkosciennych profili otwartych

Celowo$¢ bardziej szczegétowej analizy skrecania takich profili (rys. 3.22) wynika
z szerokiego ich stosowania w réznych dziedzinach, jak konstrukcje stalowe, budowa
samochodéw, platowcéw, taboru kolejowego, okretéw itp. Analiz¢ rozpoczniemy od

Rys. 3.22. Przyklady cienkosciennych profili otwartych

preta o stalej grubodei § (rys. 3.23). Pret ten mozna wyobrazi¢ sobie, jako wynaturzona
CJenkosmennac rurg, ktorej Scianki o grubosci 8 = §/2 przylegaja do siebie, i ktorej obwaod
Se & 28 (rys. 3.23b). Przy jej skrgcaniu naprezenia styczne w przekroju tworza obieg
zamknigty, jak na rys. 3.18. Oznacza to, ze na polowie grubosci o, tj. AB, maja one zwrot
przeciwny niz na drugiej polowie, tj. BC, a na koricach profilu D i E raptownie ,,zakrecaja”.

a)

a) 5 0 =const

p]

Rys. 3.23. Analiza skrecania profilu otwartego o 6 = const
a) obraz przekroju; b) réwnowazny model rury cienkosciennej; c) i d) przyblizony i rzeczywisty rozklad + wzdtuz grubosci

Gdyby zalozy¢, jak w art. 3.5, ze © = const wzdluz grubosci &' (rys. 3.23c), wéwczas
z wzoréw (3.22) i (3.23) otrzymaliby$my
oM,

562’

_AM,
Gso- °

Torzybl, = przybl, =

albowiem, jak to widaé z rys. 3.23b,

N 580,558, §(ds/o) = sio="us/5.

W rzeczywistosci naprezenia t zmieniaja sie wzdiuz grubosci w sposob ciagly (rys. 3.23d),
a nie skokowo, jak na rys. 3.23c. Jedli to uwzglednié, to zamiast Torzybl., 1 Opryynr. OLrzy-
mujemy
Tmax = 3Ms/562 >
0 =3M,[Gsd?,

(3.24)
(3.25)

r
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gdzie T, — warto$¢ naprezen w punktach konturu przekroju. Widac, ze 1., i © nie
zalezg od ksztattu §rodkowej linii profilu (ptaskownik, katownik, cedwka), o ile tylko s i &
sa te same.

Rys. 3.24. Analiza skrecania ztozonego profilu otwartego

Przejdzmy do przypadku, gdy otwarty profil sktada sie z szeregu odcinkdw s; o réznych
grubosciach &; (rys. 3.24a). Gdy skrgcamy taki profil, wowczas dla wszystkich odcinkdéw
kat skrgcenia ¢, a wigc 1 O jest ten sam. Potrzebne do tego momenty M, ..., M, (rys. 3.24b)
sa zgodnie z wzorem (3.25) rowne

M, =Gs; 8360/3, ..., M,=Gs,630/3, (a)
a ich suma M,+...+ M, = M, skad otrzymujemy
O =3M/> Gs; 3. (b)

Podstawiajac @ do wzordéw (a) otrzymujemy wartosci M, ..., M,, a z wzoru (3.24) ekstre-

malne naprezenia w poszczegélnych odcinkach

Tmaxt = 3M 81005087, ey Tmana = 3M, 84205, ©
Jesli wyniki (b) i (c) przedstawié w postaci (3.18) i (3.19), to jako wielkosci W, oraz J,
tizeba wziaé

Wo=25:0;[30max, Js=2.50;/3 (3.26)
gdzie d.. — grubosé najwigksza ze wszystkich §;.

Dokladno$¢ wzordw (3.24)-=(3.26) jest tym lepsza, im bardziej cienkoécienny jest
profil. Orientacyjnie biorac jest ona rzgdu 5%, o ile dla wszystkich bokéw profilu s;/6; = 10,

Zadania

I.EW dowolnym cienkosciennym profilu zmniejszono trzykrotnie diugosci bokow, zwigkszajac
jednoczesnie dwukrotnie grubosci $cianek. Czy ten zmodyfikowany profil jest mniej, czy bardziej szty-
wny na skrecanie i czy jest on lzejszy, czy ciezszy?

Odp. Udmodyr. = 2,67 (J5) Orodyr. = 0,670 1ery.» @ Wigc zmodyfikowany profil jest 1zej-
szy 1 sztywniejszy.

2. W rurze (rys. 3.21a) nie zespawano brzegdw A-A. Biorac dane, jak w zadaniu 3 art. 3.5, okreslig,
jak zmienig si¢ wartosci T 1 O,

pierw.,
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Rozwiazanie. Gdy nie ma spoiny, rura staje si¢ profilem otwartym, w ktorym s =~ 81 cm, 8§ =
= 0,4 cm. Warto$¢ T, 1 © sa teraz

Tmax = 3M;/s50% = 1390 MPa, O = 3M,/Gs56® = 1,,,/G9,
podczas gdy poprzednie wartosci byly 7, = 24 MPa i
Oy = M, s/[4GF?5 = 7, 5/2GF ,

skad mamy Ta«/To = 58 i O/Op = (Tmax/To) (2F/s6) ~ 1110. Widaé, ze taka modyfikacja zmienia
radykalnie wlasciwosci ustroju. Poniewaz dla wigkszosci materialow warto$é 7, & Tmax — 1390 MPa,
taka rozcigta rura ulegnie zniszczeniu.

3. Rurg, jak w zadaniu 3 art. 3.5, o dtugosci / = 2 m skrgcono o kat ¢ = 0,01 rad. Obliczyé na-
prezenia, gdy rura jest ze spoina 4-A4 i gdy tej spoiny nie ma. G = 8,0-10* MPa.

Rozwiazanie. Zadanie jest odwrotne do poprzedniego. Wykorzystujac wyniki zadania poprzed-
. niego mamy dla rury ze spoing o = 2GFO,/s = 2GFp[ls = 23,5 MPa, a dla rury bez spoiny Tp.x =
= OG0 = Gog[l = 1,6 MPa. Przy takim sformutowaniu zadania naprezenia w rurze rozcietej sa
o rzad wielkos$ci mniejsze niz w pelnej.

3.7. Przyklady zastosowania teorii

Okreélenie naprezen i odksztatcen podane w art. 3.3--3.6 odpowiada najprostszemu
obciazeniu preta momentami przylozonymi w przekrojach koricowych. Przypadek taki
mozna przyrdwna¢ do najprostszego przypadku rozciagania (rys. 1.13), z tym zastrze-
zeniem, Ze ostateczne wyniki okreslajace 1, 1 @, czyli wzory (3.18) i (3.19), maja odmienny
charakter i cigzar gatunkowy niz uniwersalne wzory (1.9) i (1.10) przy rozciaganiu. O ile
bowiem wzor (1.9) dawal kompletna informacje o naprezeniach ¢ w kazdym punkcie
przekroju, to analogiczny wzor (3.18) stanowi jedynie informacje wyrywkowa, dotyczaca
jedynie 1,,,,. Druga réznica — to zaleznos¢ T, nie tylko od wymiaréw, lecz i ksztaltu
przekroju. Drastycznym tego przykladem jest zadanie 2 art. 3.6, gdzie na pozér drobna
réznica wywoluje ogromne skutki. Z tego powodu obliczenie naprezen przy skrecaniu

S R
Slac ], e

Rys. 3.25. Stosowalnos¢ teorii skrecania do obiektow rzeczywistych

musi by¢ zawsze poprzedzone okre§leniem, do jakiej kategorii nalezy przekrdj preta
(cienkos$cienny rurowy, kotowy itp.), jakie sa charakterystyczne cechy rozkladu t oraz
jak wyrazajg si¢ wielkosci W, i J, w funkcji wymiaréw przekroju.
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Podobnie jak przy rozciaganiu, tak i w przypadku skrgcania przejicie od teoretycznego:
modelu skrgcanego preta do rzeczywistego obiektu w postaci watu maszyny, tacznika itp.
podlega pewnym ograniczeniom. Wezmy dla przykladu walek 4D o zmiennym (skokami)
przekroju (rys. 3.25). Wprowadzenie momentu w przekroju 4 pod postacia pary sit P
odbiega od teoretycznego modelu, albowiem w przekroju tym nie dziataja zadne naprezenia
styczne. Istniejaca tu sytuacja przypomina analogiczny przypadek wprowadzenia sit
wzdtuznych (rys. 2.1) i taka sama jest tez odpowiedz. Opierajac sie mianowicie na zasadzie
de Saint-Venanta dopuszczamy stosowanie teoretycznego modelu i wynikajacych zen
zaleznosci dla przekrojow preta lezacych poza zakratkowanym odcinkiem o dlugosci a,
rzedu Srednicy watka. To samo stwierdzenie dotyczy naglych zmian przekroju w miejscach
B i C (karbow) i w rezultacie przedziat stosowalnosci teoretycznych wzoréw ograniczony
Jest do niezakratkowanych na rys. 3.25 czesci walka. Podobnie bez istotnych zmian mozna
przenie$¢ uwagi art. 2.1 w przypadku lagodnej zmiennosci przekroju, wprowadzenia
wigkszej liczby obcigzen itd.

R

| =
_T’LF'?{; Phe” w f %
M
=R - X -

— X —

Rys. 3.26. Analiza skrecania preta, gdy M, i J, sa zmienne

Uwzgledniajac te ograniczenia, przypadek watka o zmiennej sztywnosci badz zmiennym
momencie skrgcajacym (rys. 3.26a) traktujemy jako szeregowe potaczenie elementarnych
pretow. Kazdy z nich traktujemy jak pryzmatyczny o diugosci dx i poprzecznych wymia-
rach odpowiadajacych ich lokalnym wartoéciom, a naprezenia t,,,, Wyznaczamy z wzo-
ru (3.18)

Tmax = M(x)[W(x), (3.27)
w ktérym zarowno M;, jak i W sa funkcjami x. Podobnej modyfikacji ulega wzér (3.19)
O = M,(x)/GJ(x), (3.28)

gdzie Jy(x) — warto$¢ J; odpowiadajaca lokalnym wymiarom przekroju. Na koniec kat
skrecenia ¢ przekroju C wyrazamy jako sumg elementarnych katow de (rys. 3.26b):

o Xc B Xc > Xc Ms(x)dx
(p—f d(p—f Ol (e (3.29)
o 0 [}

stanowiaca odpowiednik podobnej zaleznosci (2.3) w przypadku rozciggania.
Znajomos¢ 1., W poszezegdlnych przekrojach jest niezbedna do oceny bezpieczeristwa
calego zespolu metoda naprezenn dopuszczalnych. Poniewaz przy skrecaniu wszystkie
elementy preta sa w tym samym stanie napigcia (czyste $cinanie), zatem w najgorszych
warunkach znajduja si¢ te elementy, w ktérych naprezenie 7 jest maksymalne. Przy wzroécie
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bowiem obciazenia w punktach tych pojawia si¢ pierwsze trwate odksztatcenia i po odcia-
zeniu pret wykaze trwale skrecenie, chociaz inne elementy zostaly jeszcze sprezyste.
W wigkszosci zagadnien budowy maszyn takie trwale odksztalcenia sa niedopuszczalne®.
Spetnienie tego postulatu przy uwzglednieniu, ze w tych newralgicznych punktach wystepuje
czyste $cinanie, wyraza si¢ warunkiem

i, S T (3.30)

gdzie (Tmax)max — maksymalna warto$é t.,,, w niebezpiecznym przekroju, k, — napreZenie
dopuszczalne w stanie czystego $cinania okreslone wzorem (3.8).
W wielu zagadnieniach réwnolegle do warunku bezpieczenstwa (3.30) wymaga sig,
aby katy skrecenia nie byly za duze. Warunek ten ma postac
10 <0y, (3.31)

gdzie |6, — $rednia absolutna warto$¢ skrecenia wzglgdnego migdzy charakterystycznymi
przekrojami, ©, — warto$¢ nieprzekraczalna ze wzglgdéw uzytkowych.

Zadania

1. Sprawdzi¢ bezpieczenstwo i okreslic odksztalcenia watka (rys. 3.27), jezeli R. = 300 MPa,
wymagany wspdiczynnik bezpieczenstwa n, = 3,5, za§ G = 8,0-10* MPa.

3
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1d | wykres Ms(x)  wykres Tmgx(x) wykres 6(x)
konstrukcji obcigZenia

wykres o (x)
Rys. 3.27. Przyktad analizy preta skrecanego

Rozwiazanie. Po przedstawieniu obciazenia jako wektordw i zbudowaniu wykresu M;, obliczamy
7 (3.27) warto$ci Tma(x). Na przykiad w przekrojach B i D, w ktérych

(W) = (Wo)s = 75316 = 24,5 cm®,  (WJ)p = (Wo)p = 7 6%/16 = 42,4 cm?,

M) Od tego postulatu istnieja wyjatki, oméwione w rozdz. 14.
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mamy odpowiednio
(Tmax)p = 10°/24,5:107° ~ 41 MPa,  (Tma)p = 10°/42,4:107¢ = 23,6 MPa.

Z otrzymanego wykresu Tmax(x) widzimy, ze niebezpieczny jest przekrdj B, w Ktorym (Tmex)s = 41 MPa.
Poniewaz k, = 0,58R./n. = 50 MPa, zatem postulat (3.30) jest spetniony i konstrukcja jest prawidio-
wa pod wzgledem wytrzymatosci.

Z kolei obliczamy z wzoru (3.28) wzgledne skrecenie O (x). W przekrojach Ci D na przyklad mamy
e = Jo)e =7 7432 = 236 cm*, (J)p = (Jo)p = ™ 6*/32 = 127 cm*,
a poniewaz G = 8,0-10* MPa = 8,0-10!° N/m?2, wiec
Oc = 10%/8,0-10'°-236-10~* = 5,3-10% rad/m
@’cl =2,5-10%/8-10'°-236-10-% = 13,3:10~2 rad/m,
Op

10%/8,0-10'°-127-10~% = 9,8-10~> rad/m .

Dwie rézne wartosci E)é i Q'C' w przekroju C odpowiadaja zachodzacej w tym przekroju raptownej
zmianie M.

Z wykresu O(x) obliczamy kat ¢ (x) skrecenia przekrojow wzgledem przekroju E przyjetego za
nieruchomy. Zgodnie z wzorem (3.29) dla przekroju x kat ten

9= | dp= ] O dx

jest rowny polu wykresu © (x) w granicach 0, x. Na odcinku EC jest @ (x) = const = 13,3:10-5 rad/cm
daje to w wyniku liniowa zaleznos¢ ¢ (x). Na odcinku CBjest ® (x) 5 const i ¢ (x) obliczamy przez
analityczne lub numeryczne catkowanie. Stosujac t¢ druga metode obliczmy katy @p 1 @pp. Zastepujac
wykres O (x) dwoma odcinkami prostych mamy

o = §c 0,5 (O+0Op) lep = 0,53:107240,5 (5,3+9,8) 10-3-0,2 ~ 0,68-10-2 rad
i podobnie
s = 0,68-10-%-10,5 (9,8+20,3) 10-3-0,2 = 0,98-10~2 rad = 0,56° .

W wyniku mamy wykres ¢ (x) umozliwiajacy oceng¢ sztywnosci konstrukeji wedtug warunku (3.31).
Jesli przyja¢ ©, = 0,8°/m = 14-10-° rad/m, to w uznanych za charakterystyczne przekrojach C i B
dopuszczalne katy ¢ sa odpowiednio 0,56-10-2 rad i 1,12-10-2 rad. Jak widaé, sa one wieksze od rze-
czywistych, a wiec konstrukcja jest prawidtowa‘®.

2. Co zmieni si¢ w przykltadzie z rys. 3.27, jesli przekroj C bedziemy uwazaé za nieruchomy ?

Odp. Zmiana wystapi tylko na wykresie ¢ (x) przez przesuniecie osi odcietych tak, aby teraz byto
pc = 0. Nowe wartosci ¢z = —@c, ps = @a—@c.

3. W walku (rys. 3.27) zwigkszono wszystkie $rednice 1,2 razy. Jak zmienia sic Wykresy Tmax, 0, p?

Odp. Wykresy nie zmieniaja charakteru, ale zmijeniaja proporcjonalnie wszystkie rzedne, a mia-
nowicie rzegdne 7, maleja w stosunku (1,2)® = 1,73 razy, rzedne O i ¢ w stosunku (1,2)* — 2,07 ra-
zy.

4. Stalowy walek (rys. 3.7) ma spelnia¢ postulat (3.30) przy k. = 20 MPa oraz postulat (3.31)
przy O, = 0,25°/m = 4,4-10—2 rad/m. Wyznaczy¢ $rednice (d-)granicznes dla ktorej spelnienie oby-
dwoéch postulatéw jest jednoczesne. G = 8,010 MPa.

Odp (dz)gmniczne . 2kt/G 9«1 = 1154 cm.

) W rzeczywistosci warto$¢ O, jest znacznie mniejsza. W budowie maszyn zazwyczaj @, —
= 0,25°/m = 4,4-10~3 rad/m.
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5. Wyznaczy¢é $rednice d.; i d.; watka drazonego, w ktérym d,, = 6 cm = const (rys. 3.28) i k; =
= 20 MPa. Czy postulat |© ®, = 0,33°/m jest spelniony? G = 8,0-10* MPa,

M3'=103Nm od;; M? @dy MF=210°Nm
W, X
msofog-| g =
I ~
e btk

Rys. 3.28.

Odp. Z watunku (3.30) wymagane wskazniki sa (Wo); = 50 cm®, (Wo)ir = 100 cm?. Rozwia-
zujac metoda prob rownanie (3.15) wzgledem d; mamy (d:); = 7,53 em i (d)ir = 8,69 cm. Postulat
|®| < ®, spetniony jest dla prawej czesci, a nie spetniony dla lewej.

MOMENTY BEZWLADNOSCI PLASKICH
4 PRZEKROJUOW PRETA®

4.1. Moment bezwladnoSci przekroju wzgledem osi

Juz w rozdziale 3 wprowadzono pewne nowe wielkosci geometryczne Wi J; zwigzane

z wymiarami przekroju i charakteryzujace jego wiasciwosci w zagadnieniach skrecania.
Podobna sytuacj¢ mamy w zagadnieniach zginania, gdzie wystepuja calki typu

J, = Af {2dA, (4.12)

w ktérych kazde elementarne pole d4 mnozone jest przez kwadrat odlegloéci tego pola

od obranej osi 7, a catkowanie obejmuje cale pole A przekroju preta (rys. 4.1a). Tak zde-

finiowana wielko§¢ J, nazywamy momentem bezwladnosci przekroju wzgledem osi . Mo-

ment ten ma wymiar cm* (lub m#*), jest zawsze dodatni jako suma samych dodatnich

Rys. 4.1, Definicja momentu bezwladno$ci wzgledem osi

sktadnikéw 2 dA, a jego warto$é zalezy od ksztaltu i wymiaréw przekroju oraz od polo-
zenia osi § wzgledem przekroju. Gdy 0§ n jest centralna (rys. 4.1b), czyli gdy przechodzi
ona przez $rodek cigzkodci C przekroju, wéwczas w wyraZeniu (4.1a) zamiast # i { pi-
szemy y i z, czyli
J,=[z2d4, (4.1b)
A

i J, nazywamy centralnym momentem bezwiladnosci wzgledem osi y.
y g y
(1) Rozdzial ten ma charakter pomocniczy, opisuje bowiem pewne geometryczne wielkosci cechu-

jace przekr6j preta. Wielkosci te sa gtéwnie stosowane w zagadnieniach zginania pretéw i z tego po-
wodu utarlo si¢ omawianie ich w nauce wytrzymalo$ci materialow.
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Podobnie definiujemy moment bezwladnosci wzgledem osi {

Jy =‘Af n*dA (4.22)

i jego szczegblna warto$é, gdy o§ { jest centralna, czyli
J,=[y*d4 (4.2b)
A
jako centralny moment bezwiadnosci wzgledem osi z.
Analityczne okreélenie J, sprowadza si¢ do obliczenia calki pojedynczej. Zauwazmy,

Ze wszystkie pola d4 elementarnego paska réwnoleglego do osi 7 maja t¢ sama rz¢dng
(rys. 4.2a). Wobec tego suma iloczynéw (2 d4 dla elementdw tego paska jest

(2dA;, +{2dA,+ ... = (2 ) dA = (%, dL, ()

. Rys. 4.2. Obliczenie momentdéw J'l J; przez catkowanie

gdzie ¢, — dtugos¢ paska w kierunku osi  bgdaca, jak wida¢, funkcja {. Dla calego prze-
kroju J, jest suma wyrazen (a), gdy { zmienia si¢ w przedziale {,, {5, tj.
L
Jy= f ¢, (*d¢. (4.3a)
21
Podobnie dzielac pole 4 na paski réwnolegte do osi { obliczamy moment bezwtadnoéci J,
(rys. 4.2b) jako

N2
Jo= [ erdn, (4.3b)
n1

przy czym ¢, — dlugo$¢ paska w kierunku osi { jest na ogdt funkcja 5. Wystepujace we
wzorach (4.3) granice catkowania sa wielkoSciami algebraicznymi i w przypadku takim,
jak na rys. 4.2, mamy {; >0, {; > 0, 5, > 0, ale n; < 0.

Dla przyktadu obliczymy moment bezwladnosci prostokata raz wzgledem osi n, drugi
raz wzgledem osi centralnej y (rys. 4.3a). Podstawiajac we wzorze (4.3a) ¢, = ¢, = b =
=const oraz {; =0, {, = h o'grzymujemy

bh?
=3 (b)

158
3

h
0

J,,:fthZdC=b’

mw
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a dla drugiego przypadku, gdy z, = —h/2, z, = k)2,

e 2 P2 bk b(=h)® _ bk

=, 2 i, S = | g = =W
FS f b2 dz_bl 24 24 12

(4.4a)

—h/2 =2

Jak wida¢, mamy tu J, = 4J,, co potwierdza, Ze poloZenie osi odniesienia ma istotny
wplyw na warto§¢ momentu bezwladnosci.

Q) b)
¢

n
un

TR
S
22
dg

L y oo - e =
ki
Z N7 |« %)
! ¥ ;i Z A ;
b Ole—p—>ln 0

Rys. 4.3. Przyklady okreslenia momentéw bezwladnodci

W podobny sposéb wyznaczamy momenty bezwladnosci prostokata wzgledem osi {
badZ wzgledem osi centralnej z. W rezultacie otrzymujemy J, = hb3/3 oraz
hb?
J, = T (4.4b)
Przy obliczeniu J, dla tréjkata prostokatnego (rys. 4.3b) mamy ¢, = b(h—{)/h # const

i z wzoru (4.3a)

" b(h— © bd
5= [ pa- I ©

(1]
Podobnie okre§lamy J,, wyznaczajac ¢, = h(b—n)/b, skad po podstawieniu do (4.3b)
i scatkowaniu od 0 do b
J.=hb3[12. )

S d == == d=2r

Rys. 4.4. Obliczenie J, i J; dla przekroju kolowego
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Dla przekroju kotowego (rys. 4.4a, b) mamy odpowiednio
¢, = 2‘/r2—z2 5 = 2,/r2—y2—,

skad wynika, Zze centralne momenty bezwladnosci J, i J,
+r — S +r e
J, = f21/r2—z2 z2dz, J,= f2/r2—y2 y2dy

sa wzajemnie réwne, gdyZ okreslone sa jednakowymi zaleznosciami. Obliczenie uproscimy,
biorac jako zmienna kat a. Wtedy

z=rsina, dz=rcosada, , = 2rcosa,

a granice catkowania sa o, = —=w/2 i o, = /2, skad
+7/2 4 R inl2 4
J,= 2r*sin? acos? ada = - Sinds; —
4 SN 4
—7f2 |
i ostatecznie dla kolowego przekroju mamy
nrt  wdt )
Jy—szT—W. (4.5)

W wielu przypadkach obliczenia mozna uproscié, je§li przekrdj sklada si¢ z figur,
ktérych momenty bezwladno$ci wzgledem tej samej osi sa znane. Moment bezwladnoéci
przekroju jest wtedy rowny sumie'” momentéw bezwladnosci czesci skladowych.

12¢cm

T

\ (B

Rys. 4.5. Przyklady do obliczenia J, przekrojow ztozonych

Zadania

1. Dila tréjkata (rys. 4.3b) obliczy¢ J, gdy o$ { przechodzi przez: a) wierzcholek A; b) $rodek
ciezkosci przekroju.
Odp. a) J, = b%h/4, b) J. = bh/36.

(1) Przy wycieciu z danego przekroju pewnych czesci, momenty bezwladnosci czeéci usunietych
odejmujemy.

4.1. Momenty bezwladnosci przekroju wzgledem osi 81

2. Wyznaczy¢ J, dla przekrojéw podanych na rys. 4.5. 4

Odp. a) J, = n (df—d2)/64 = 517 cm*; b) J, = 218 cm*; c) J, = (bh*/12)—(wr*/8) = 703 cm*.
3. Ktéry z podanych przekrojéw (rys. 4.6a) ma najwieksza wartosé J,?

Odp. Wartosci sa jednakowe, J, = (b1 #3/12)—[(b, —b>) A3/12] = 3030 cm*.

a z\ z ) z)
b= h1™ by —>
SRR NN v SRR

T b _Liell "- }
= 3 o ‘- oy 1

E2flc g Tofle, Net,s

J|:I'f _lth b2=ZCI'TI | ‘ i _.‘bz y ._ bz v

| LN 1Y N Ns

1 EERSS YOS i N Y
_£71=10CTT\___ Ll—b1 gl L b1—

Rys. 4.6.

4. W przekroju (rys. 4.2) powigkszono 1,5 raza rzedne { nie zmieniajac odcietych. Jak zmienia sie:
J, oraz J,?

Odp. Przy takim przeksztatceniu nowe wspolrzedne %°, £’ oraz ¢ i CI; zwiazane s3 z poprzednimi:
7 =m0 =151ic, =c, ¢, = 1,5c,. Zaleznos¢ (4.1a) ma teraz postaé

&5 ¢y
Iy= [ e @y =1,5° [, 02dt = 1,527, = 33757,
&) 4

i podobnie z (4.2a) J, = 1,5J..

5. Wykorzystujac to, ze elips¢ ABED otrzymujemy zwigkszajac odcigte kota AB,ED; w stosunku
alb, tj. y = ayi1/b (rys. 4.6b), obliczyé J, i J, dla przekroju eliptycznego.

Odp. Biorac wyniki zadania 4 i wz6r (4.5), mamy

4 3
Jyz(i)ﬂrb _ mab i .Jzz(_aa):‘ib::na’b. ()

b 4 4

4.2. Momenty bezwladnosci wzgledem osi réwnoleglych

Wezmy dowolny przekréj (rys. 4.7a), dla ktérego znane sa centralne momenty bez-
wiladnosci J, oraz J,. Obliczmy teraz momenty J, i J; wzgledem osi 1 i { réwnoleglych
do centralnych osi y i z. Zgodnie z definicja (wzory 4.1a i 4.2a) mamy

J,= [2da, 1= [nraa. (@)
A A

Wstawiajac do tych wyrazen odczytane z rysunku zaleznoéci { = z+{¢, § = y+#c otrzy-
mujemy pe rozwinieciu ‘

Jo= [ (+t?dA = [22dA+2( [ 2da+(2 [ da, (b
A A A A

Jo= [ +nod*da= [ y2dAd+2nc [ yda+n? [ a4, ©)
A A A A

6 Wytrzymalosé materialow
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przy czym {1 5 jako wielkosci stale wynosimy przed znak calki. Pierwsze skladniki
wyrazen (b) i (c) sa centralnymi momentami J, oraz J, (wzory 4.1b i 4.2b) i sa znane
z zalozenia. Trzecie skladniki sa odpowiednio 4(Z i An2, albowiem fdA jest rowna
polu A przekroju. Wreszcie zauwazmy, ze catki

[zda, [yda
A A

sa momentami statycznymi pola przekroju odpowiednio wzgledem centralnych osi y i z
i z tego powodu, jak wiemy z kursu mechaniki ogélnej, sa one réwne zeru.

W wyniku zaleznosci (b) i (c) przybieraja postad
Jy=J,+ AL, T =T+ Ay, (4.6)
dajaca szukana odpowiedZ. Budowa wzordw (4.6), tzw. wzordw Steinera, wskazuje, ze

z calej mnogosci momentéw J, (lub J,) dla rodziny réwnolegtych osi # (lub ¢) centralny
moment bezwladnosci J, (lub J.) jest najmniejszy. Jesli wiec mamy zagadnienie proste

. EA z
Q)

Rys. 4.7. Sformutowanie wzoréw Steinera i ich zastosowanie

(dane: J,, J,, 4, 4c 1 {c, szukane: J,, J,), to skladniki ACZC i Anzc nalezy odpowiednio
dodaé do znanych J, i J.. Gdy zagadnienie jest odwrotne (dane: J,, J;, 4, ¢, {c, szukane:
Jy, J.), skladniki te nalezy odpowiednio odjgé od znanych J, i J,.

Dzigki wzorom Steinera obliczenie momentdw bezwladnosci jest znacznie uproszczone,
albowiem stosowane w praktyce ‘przekroje stanowia kombinacj¢ tylko niewielu figur
prostych (prostokat, koto, tréjkat). To samo jest w przypadku przekrojéw sktadanych
z tzw. profili znormalizowanych (rys. 3.22), dla ktérych tablice podaja potozenie ich
§rodkow ciezkodei i ich centralne momenty bezwladnosci.” Innym zastosowaniem tych
wzoréw jest okreslenie momentéw w spos6b przyblizony, gdy przekrdj podany jest tylko
wykreslnie (rys. 4.7b). Przy obliczeniu na przyklad momentu J, przekrdj dzielimy szere-
giem réwnoodleglych linii i kazdy pasek zastgpujemy prostokatem. Moment bezwladnosci
paska ,,i”" jest

i = (AD* 1,/12)+Abh; b2, (d)
a calkowity moment J;
To~ (AB12) > byt Ab Yl b2 ©
T

(4) Patrz na przyklad: Mechanik, t.1L, cz- 1A, str. 358 =367, ponadto Polskie Normy PN/H-93401-

-PN/H-93407.
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Zadania

1. Dla podanego przekroju (rys. 4.8a) wyznaczy¢é momenty J, i J..

Rozwiazanie. Dzielimy przekrdj na prostokaty I, II i III, dla ktérych okreSlamy potozenic ich
$rodkéw cigzkosci Cy, Ca, Cs. Po wyznaczeniu polozenia srodka czezkosci C catego przekroju okre-
Slamy wspotrzedne srodkéw C,, C;, Cs w ukladzie osi y, z, ktéry dla sktadowych prostokatéw jest

a)

<y

2333 —>

L

Rys. 4.8. Dane do zadan 1 i 2 (wymiary w mm)

niecentralny. W przyjetej wigc symbolice (rys. 4.7a) wspolrzedne te sa 7¢ i {¢, na przykltad dla prosto-
kata II: 5c = —2,07 cm, {c = 1,33 cm. Z kolei obliczamy ,,wlasne” centralne momenty dla czeici
sktadowych. Dla prostokata II na przyktad: (J))yiasne = 1-5%/12 = 10,4 cm?, (J-)wiaene = 5-13/12 =
= 0,4 cm* itd. Cato$¢ obliczen ujmujemy w ponizszej tablicy, w ktérej znaczenie poszczegdinych kolumn
jest oczywiste. W wyniku mamy J, = 11,3+53,3 = 64,6 cm*, J. = 82,1 cm*.

T
C . Jywlusm: [ A CC | A Cé | J:wl:lsm: A | Nc A?]E
2e5¢ cm* | cm? cm cm* | cm* | cm? cm cm*
——————— i — ! I SR ,_ —_—— P
I . 8-13/12 ~ 0,7 8,0 —1,67 l 22,3 1-83/12 = 42,7 8,0 1 1,43 16,3
I | 1-5%12=104| 50 | +1,33 | 88 |5-13%12=04 | 50 | —2,07 | 21,4
I | 2-1%/12 = 0,2 2,0 +3,33 22,2 1-23/12 = 0,7 : 2,0 —0,57 | 0,6
| ! : - = — = — — . = ! -
3 11,3 cm* | 53,3 cm* 43,8 cm* | 38,3 cm*

2. Wyznaczy¢ J, i J. symetrycznego przekroju (rys. 4.8b), jesli dla kazdego z katownikow: A =
= 10em?, ([y)wiasne = J)wiasne = 38 cm*.
Odp. J, = 43,8:10° cm*, J. =~ 11,9:103 cm*.
3. Obliczy¢ J, dla przekroju w ksztalcie podtkola (rys. 4.9a).
Rozwiazanie. Zadanie jest przykladem zadania odwrotnego. Moment J, = mr*/8 jest réwny
polowie J, (wzér 4.5), a poniewaz (¢ = 4r/3w, z wzoru (4.6) mamy
Jy = (@r*/8)—(mr?/2) (4r/3w)? = 0,1097 r*

4. Obliczy¢ J. dla przekroju (rys. 4.9b).
Rozwiazanie. Po okresleniu $rodka cigzkosci C obliczamy
R
Je = .Ti__(rlg_”) —3 ~ 410 ecm* oraz J. = Jr—A{2 = 352 cm*.

6*
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Wida¢, ze wygodniej jest tu obliczy¢ najpierw J, wzgledem osi niecentralnej, a dopiero potem przejsé
do osi centralnej z.

a) « iz b) A zp
o R |
S e y—

2

3\“3[5

[=]
w

Up=np, Y

=3

10=h
Rys. 4.9. Dane do zadan 3,41 5

5. Ktos obliczajac J, dla przekroju (rys. 4.9c) podat wynik: J, = (a*/12) —2 [(=r*/8) + (7r?/2) (a/2)2].
Czy wynik ten jest dobry?
Odp. Nic. Dla pétkola nalezy obliczy¢ (J,)wiasne WZgledem C, i dopiero potem obliczy¢ (J,) wiasne+

+(xr2[2) (CC1)2.

4.3. Odsrodkowy moment bezwladnoSci. Definicja gléwnych osi

W teorii zginania pretow wystepuja réwniez catki typu

Jyo= [ntdd, (4.7)
A

w ktorych kazde elementarne pole d4 mnoZone jest przez iloczyn jego wspdtrzednych
prostokatnych, a sumowanie (catkowanie) rozciaga sie na cate pole A przekroju (rys. 4.1a).
Wielkos¢ J,. nazywamy odsrodkowym momentem bezwladnosci przekroju wzgledem osin i {.
Podobnie jak momenty bezwtadnosci J, J,, J;, ma on wymiar cm*, a jego warto$¢ zalezy
od ksztattu i wymiaréw przekroju oraz od potozenia uktadu osi wzgledem przekroju.
Podobnie tez sygnalizujemy przypadek szczegolny, gdy osie n, { sa centralne, piszac J,.
zamiast J..

Poza wyliczonymi podobiefistwami istnieja i réznice. Zasadnicza rdznica jest, Ze
zaleznie od obioru uktadu osi moment J,, moze by¢ dodatni, ujemny lub réwny zeru.
To ostatnie jest widoczne, gdy przekrdj jest symetryczny i jedna z osi ukladu n, { jest
osig symetrii (rys. 4.10a). Kazdemu elementowi dA4 o wspoétrzednych n, { odpowiada taki
sam element o wspétrzednych # i {, = —{ i suma y{ d4+nf, d4 = 0, a co za tym idzie
1 cala suma, tj. J,. = 0.

Dla kazdego punktu O dowolnego przekroju mozna zawsze tak dobraé osie n,, ¢,
(rys. 4.10b), 2eby moment odsrodkowy (J,0), byt réwny zeru. Aby tego dowies¢, zba-
dajmy zmiang¢ tego momentu przy obrocie osi. Zatézmy, ze (Jye)o w stadium [ jest znane.
Przy stopniowym obrocie ukfadu osi warto$¢ tego momentu ulega zmianie ciagtej. Gdy
a = 90° (stadium III), wéwczas z rysunku widaé, ze wspdlrzedne pola d4 sa

Moo = Lo, oo = —70, (a)
a elementarny moment od$rodkowy w tym stadium 777
(dJ;,g)go =1g900e0dA = —15{odA = "(dJ,,;)o . (b)
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Z tej zaleznoSci wynika w konsekwencji, ze
(Unooo = —(ypo - ()

Skoro wigc przy obrocie osi o kat « = 90° nast¢puje zmiana znaku J,., to musi istnie¢
posrednie potozenie osi, w ktérym (J,;), = 0. Ten szczegélny uklad nazywamy glownym
dla obranego punktu O. Jesli tym punktem jest $rodek cigzkosci przekroju, to taki uktad

N0 *(stad[um 1)
hé =

b)

N (stadium IT)

?9_0"___ TG n (stadium 1)

Rys. 4.10. Jakosciowa analiza odsrodkowego momentu bezwtadnosci

osi nazywamy gléwnym centralnym. Dla przekroju symetrycznego (rys. 4.10a) jest oczy-
wiste, ze o$ symetrii oraz prostopadta do niej druga centralna o sa gléwnymi centralnymi.

Sformutujmy obecnie wzér analogiczny do wzoréw Steinera. Zatézmy mianowicie,
ze odsrodkowy moment J,. jest znany i obliczmy moment J,. wzgledem uktadu osi #, {

C)

3y

Rys. 4.11. Obliczenie momentu odsrodkowego

réwnoleglych do centralnego uktadu y, z (rys. 4.11a). Z rysunku odczytujemy, ze 7
= y+ne, { = z+{c, wobec czego

Jyo= [ ntdd= [ G4m0 E+i)dA =

= [yzdd+nclc [ dAd+ne [ zdA+lc [ yda.
A A A A
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Po uwzglednieniu, ze dwie ostatnie calki, jako momenty statyczne wzgledem osi central-
. mych, sa réwne zeru, mamy zaleznosé

Jng =Tyt Anclc. 4.8)

Jej znaczenie i zastosowanie jest takie samo jak wzoréw Steinera dla momentéw JyiJ,.
Dla uniknigcia bled6w, nalezy pamigtaé, ze uktady y, z oraz , { muszq miec zwroty zqgodne,
a wspotrzedne ¢ i ¢ $rodka cigzkosci w ukladzie niecentralnym sa wielkosciami alge-
braicznymi. Na rysunku 4.11a mamy wiec 7c > 0 i {c > 0, natomiast na rys. 4.11b
e <0,¢c>0. '

Wykorzystujac zaleznosé (4.8) mozemy J,. wyznaczyé przez pojedyncze catkowanie.
Dzielac przekrdj na elementarne paski réwnolegle do jednej z osi (rys. 4.11c), obliczmy
moment dJ,, jednego z nich. Pasek ten jest prostokatem o polu ¢y d¢, wspdirzedne jego
srodka cigzkosci sa (17, +7,)/2 oraz {, a jego ,,wlasny” moment odsrodkowy wzgledem
jego osi centralnych (osie symetrii) jest Towny zeru. Uwzglgdniajac to mamy z (4.8)

dJ e = c,(n1+12) L dE/2. (d)

Catkowity moment odsrodkowy jest catka wyrazeni (d) w granicach od ¢ 1 do {,. Tak wiec

&2
o= [ afmrmid, 4.9

€1

przy czym zgodnie z rys. 4.11c wielkosci Cy» M1, 2 musza by¢ wyrazone jako funkcje
biezacej zmiennej ¢,

Zadania

1. Obliczy¢ moment odsrodkowy J,. dla prostokata (rys. 4.3a).

Odp. Z wzoru (4.8), przy J,, = 0, mamy Jne = A nc lc = b2h?/4,

2. Obliczy¢ momenty odsrodkowe Jats Jyz dla tréjkata (rys. 4.3b).

Odp. Konfrontujac rys. 4.3b i 4.11c ustalamy: ¢; = & (h—8)fh, 5, =0, N2 =¢Cp, 1 =0, { =
= h, skad

1/ b(h—0)? b2h?
JﬂC:—ff h2 {df = 24 >
0

a z wzoru (4.8), gdy nc = /3, {¢c = /3, mamy
(6%h*[24) = J,-+(bh[2) (B)3) (h[3), skad J,, = —b%h?/72.

3. Obliczyé J,, dla przekroju (rys. 4.8a).

Odp. J,, = 81,43 (—1,67)+5 (—2,07) 1,33+2 (—0,57) 3,33 = —36,7 cm*.

Uwaga. Wspélrzedne n¢ i {c okreslamy w ukladzie ¥, Z niecentralnym dla prostokatéw I, II i I,

4. Jak zmieni si¢ moment od$rodkowy Jut przekroju (rys. 4.11c), jesli a) wszystkie wymiary prze-
kroju zwiekszy¢ dwukrotnie; b) zostawiajac rzedne zwiekszyé dwukrotnie odcigte; c) zostawiajac od-
cigte zwigkszyé dwukrotnie rzedne.

Odp. a) wzrosnie 16 razy, b) i ¢) wzroénie 4-krotnie.
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4.4. Wyznaczenie centralnych osi gtdéwnych

4.4. Wyznaczenie centralnych osi gléwnych.
Glowne centralne momenty bezwladnoSci

W artykule 4.3 udowodniono istnienie gtéwnych osi, nie okre$lono jednak ich liczby
iich polozenia. Kwestia ta zajmiemy sie obecnie, przy czym ograniczymy si¢ do przypadku,

Rys. 4.12. Obrét osi i okreslenie glownych osi centralnych

gdy osie n, { sa centralne, tj. n = y,{ = z. Zalézmy, ze dla danego przekroju (rys. 4.12)
znane s3 centralne momenty bezwladnosci oraz centralny moment odérodkowy

J,= [22d4, J,= [y?dd4, J,.= [yzda (a)
A A A

1 sprébujmy wyznaczy¢ te wielkosci dla uktadu osi y,, z, obréconego o kat o wzgledem
pierwotnego. Z rysunku odczytujemy

Y. = ycosa+zsina, z,= —ysina+zcosa, (b)

Jjako nowe wspéirzedne elementarnego pola d4. Zgodnie z definicja momentu bezwladnosci
wzgledem osi y, mamy

)= fzidA: f(—ysina+zcosoz)2dA=
A

A

= fzzcoszoch+ fyzsinzadA— f2yzsinrxcosoch,
A A

A

a po uwzglednieniu zaleznosci (a) 1 drobnych przeksztalceniach

(e = 5 Uyt I)+ - (J,— T, cos 20 —J,, sin 20 (4.10a)

Analogicznie obliczamy moment (J,),

= J yida =1 0,400 L @,~1)cos2a+J,.sin2a. (4.10b)
A




Wreszcie moment odsrodkowy (J,.), jest

(J,.), = fya:adA= f(ycosrx+zsina)(—ysina+zcosa)dA=
A A

= f z?sinocosadA ~ fyzsinacosadA—}- fyz(cosza—sinza)dA
A A A

lub po uwzglednieniu zaleznosci (a)

1 .
(= - (Jy—J)sin2a+J,. cos 2a. (4.10c):

Zaleznoci (4.10) daja poszukiwane wielkosci dla dowolnego kata «. Gdy centralne
osie y, i z, sa jednoczesnie gtéwne, (J,.), = 0 i z zaleznosci (4.10c) mamy rownanie

B 2J,.
tg 20 = — j,j R (4.11)
ktérego rozwigzanie daje w przedziale 0, 27 na ogét tylko dwie odpowiedzi 2a, i 24, =
= 20, +n. Dowolny wigc przekréj ma na ogot tylko dwie centralne osie gléwne, okrelone
katami o, i a,, 1 osie te sa do siebie prostopadle. Wyjatek od tej reguly jest, gdy jedno-
czesnie J,. = 0 oraz J, = J_, a tg2a = 0/0 jest nieoznaczone. Wtedy jednak z wzordw
(4.10) mamy, ze niezaleznie od kata o

(J)‘Z)a L3 Os (Jy)cz S (J:)a = Jy = Jz . (C)
Tak wige w tym wyjatkowym przypadku kazda oS centralna jest gléwna, a moment bez-
wiadnosct wzglgdem kazdej z nich jest jednakowy. Przekroje takie sa, wbrew pozorom,
dos¢ czgsto spotykane w praktyce, jak na przyklad kwadrat, koto oraz przekroje o wiecej
niz dwoch osiach symetrii (rys. 4.12b).

Majac potozenie gléwnych centralnych osi, tj. katy o, i o, wyznaczamy z (4.10a)
odpowiadajace tym osiom gldwne centralne momenty bezwladnosci J, oraz J,. Uwzgled-
niajac, ze

cos 20 = 1/]/1 +tg22a, sinlu = tg2oc/,/1 +tg? 2a,
a tg 2« jest znany z (4.11), otrzymujemy z (4.10a)

Jy J,+J T, —J)?
_ "y = y =
Jz} bt V4 i

+J5. (4.12)

R

Momenty J, i J, przedstawiaja ekstremalne warto$ci momentdéw (J,), i (J.), odpowiada-
Jacych roznym katom . Przyréwnujac mianowicie do zera pochodng

(dJ,) Jda = —(J, —J.)sin 20 ~2J,. cos 2a (d)

otrzymujemy réwnanie dla tg 2« identyczne z (4.11). To dowodzi, Ze moment bezwtadnosci
wzgledem jednej z osi gléwnych jest maksymalny, wzgledem drugiej — minimalny. Stwier-
dzenie to po naniesieniu gtéwnych osi na rysunku przekroju pozwala ustali¢ od pierwszego
rzutu oka, ktorej z nich odpowiada maksymalny, a ktérej minimalny moment bezwladnosci.
W przypadkach watpliwych, zreszta rzadkich, odpowiednio$é ustalamy badajac znaki
cos 2« i sin 22 odpowiadajace wartosci tg 2o danej z (4.11) i wstawiajac te funkcje do (4.10a).
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Nalezy zauwazyé, ze przedstawiona analiza stosuje si¢, gdy ukfad osi nie jest centralny,
trzeba tylko we wzorach (4.10)--(4.12) wstawi¢ wspéirzedne #, { zamiast y, z.

Zadania

1. Udowodnié bez rachunkow, ze przekrdj o 3-krotnej symetrii (rys. 4.12b) ma rzeczywiscie nie-
skonczenie wiele gtdwnych centralnych osi.

Odp. Wiemy, ze o$ symetrii jest gléwna; przekrdj ma wiec co najmniej 3 osie gtowne, a wiemy,
ze tych osi moze by¢ albo tylko dwie, albo nieskoficzenie wiele. .

2. Dla przekroju (rys. 4.8a) wyznaczy¢ polozenie glownych centralnych osi i gtéwnie centralne
momenty bezwladnosci.

Rozwiazanie. Biorac wyniki zadan 1 (art. 4.2) i 3 (art. 4.3)

J, = 64,6 cm*, J. =821 cm*, J,.= —36,7 cm*

mamy z (4.11): tg2x = —4,19, skad 2x, = 103,44°, 2x, = 283,44°, i w wyniku &, = 51,7°, 0z =
= 141,7°.
Nanoszac te osie na rysunku przekroju (rys. 4.13) widzimy od razu, ze osi I odpowiada maksymal-
ny moment, tj. J,, osi I minimalny, tj. J,. Wartosci ich wedlug (4.12) sa
Ji|_ 64,6+82,1 L ]/@Mi_+(__36’7);: {111,0 cm*,
I || 2 4 35,6 cm* .

Z rachunkéw wynika potrzeba zwrécenia szczegbinej uwagi na znak Jy- 1 znak tg 2x, gdyz to decy-
duje o poprawnosci wyniku.

s s

A

32—

Rys.4.13. Wynik dla zadania 1 Rys. 4.14, Do zadania 5 Rys. 4.15. Do zadania 6

3. Wykorzystujac wyniki zadania 1 (art. 4.1) i 2 (art. 4.3) wyznaczy¢ potozenie gtownych central-
nych osi i wartosci Jy, J, dla trojkata (rys. 4.3b), gdy b = 10 cm, /1 = 18 cm.

Odp. x, = 19,3° «, = 109,37, J, = 1778 cm*, J, = 342 cm*.

4. W przekroju (tys. 4.13) powiekszono dwukrotnie: a) wszystkie wymiary; b) tylko odcigte. Czy
polozenie gléwnych osi zmieni sig?

‘Odp. a) nie; b) tak, nowe wartosci sa: &, = 82,4°, «, = 172,4°,

5, Tle gtownych centralnych osi ma przekrdj o trzykrotnej punktowej symetrii (rys. 4.14)?

Odp. Nieskoniczenie wiele. Gdy o$ I jest gtdwna, wowczas z racji symetrii osie IJ i [1] sa tez gtowne.
Dalszy dowdd, jak w zadaniu 1.

6. Przekrdj (vys. 4.15) sktada sie z ptaskownika 14 cm>< 1 cm i katownika, dla ktérego z tablic
mamy: J, = 98 cm?, J! =276 cm*, A" = 19,1 cm? oraz polozenie gtownej centralnej osi I” okreslone
przez tg ~' = —0,438. Biorac pozostate dane z rysunku obliczy¢ polozenie gtdéwnych centralnych osi
dla przekroju oraz wartosci J; i Ja.
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Rozwiazanie. Rozpoczynamy od obliczenia J dla katownika. Z wzoru (4.11) mamy .I
= ~(J —J ) tg 2a’/2 = 178 (—0,917)/2 = —81, 6 cm“ gdyz kat &’ = —23,7° < 0 (rys. 4.12a). Nas-
tepnie obliczamy z (4.10a) i (4.10b) momenty J.~ 59 J, J;; dla ptaskownika biorac gtéwne centralne mo-
menty wzgledem osi y, z: J, = 1°:14/12 = 1,2 cm*, J, = 1-143/12 = 228,6 cm*, Jy: =0 oraz kat o’ =
=32,5°. W wyniku mamy J’; = 66,9 cm*, J!' = 163,2 cm*, J,. = —103,0 cm*. Po tych operacjach
reszta jest powtdrzeniem juz przeroblonych zadan i obejmuje: wyznaczenie $rodka ciezkosci C i mo-
mentéw bezwladnosci calego przekroju (wzory 4.6 i 4. 8). Wynik

J, =224 cm*, J, =522 cm*, J,= —117 cm*

daje podstawe do obliczenia o; = 70,9°, a,= 160,9° z wzoru (4.11) oraz J, = 562 cm*, J, — 184 cm*
z wzoru (4.12).

4.5. Biegunowy moment bezwladnosci przekroju

Dodajac stronami zaleznosci (4.10a) i (4.10b) otrzymujemy, Ze suma ta jest stata i nie
zalezy od kata «, czyli

(Jy)a+(Jz)a=‘Iy+Jz' (a)

Wynik powyzszy stanie si¢ jasny, jesli zauwazyé, ze
I+t = [ 2da+ [yrda= [@ryyda= [r2d4 (b)
A A A A

jest suma iloczynéw elementarnych pdl przez kwadraty ich odlegtosci r¢ od $rodka C,
nieczulych na obrét osi, gdyz zawsze rZ = y>+z2 = y2+2z2. Te sume

Jo=Jy+J,= [r2dd (4.132)
A

nazywamy centralnym biegunowym momentem bezwladnosci przekroju. Jedli poczatek
ukladu O nie pokrywa si¢ ze Srodkiem cigzkosci (rys. 4.7a), to analogiczng sume

=4, = f ((+77)dA = f 0?dA (4.13b)

nazwiemy biegunowym momentem bezwladnosci przekroju wzgledem punktu O. Wyko-
1zystujac wzory Steinera (4.6) mamy od razu

I8 =Jo+A@e+02) = Jo+ Aoz, 4.19)
gdzie oo = OC odleglo$¢ miedzy poczatkiem ukladu O a érodkiem cigzkosci C.
Na og6t wartosé J, badz J obliczamy z (4.13) sumujac momenty bezwtadnosci wzgle-

dem dwéch dowolnych osi prostopadtych do siebie i przechodzacych przez poczatek
ukladu. Dla przekroju na przyklad kolowego (rys. 4.5a) mamy z wzoréw (4.5) wynik

rr—r n(ds —ds,
ZoIS i g SR e ©

identyczny ze znanym juz wzorem (3.10). Daje on fizyczna interpretacje wielkoséci J,
stosowanej przy skrecaniu.
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Pojecie biegunowego momentu J, mozna wykorzysta¢ do obliczenia momentéw
bezwladnoéci J,, J, w przekrojach o wielokrotnej (wigkszej niz dwukrotna) symetrii
osiowej (rys. 4.12b) lub punktowej (rys. 4.14). W takich przekrojach kazda o§ centralna
jest gldwna, a J, = J, i z wzoru (4.13a) mamy

J, =0, =J,/2. (4.15)

Zadania
1. Wyznaczyé warto$é J, dla przekroju (rys. 4.16).

a 4
0dp. J,=—;~[“£ —3(";1 +nr%r%)]-

2. Wyznaczyé momenty bezwtadnoéci J,, J. dla foremnego pigciokata o promieniu kola wpisane-
go r (rys. 4.17).

Rys. 4.16. Do zadania 1 Rys. 4.17. Do zadania 2 Rys. 4.18. Do zadania 3

Rozwiazanie. Wyznaczamy biegunowy moment (J¥).pc trojkata ABC wzglgdem punktu C.
Momenty: (J,)4zc = r (rtg 36°)3/12 (wzér a art. 4.1), (J)apc = r3(r tg 36°)/4 (zadanie 1 art. 4.1),
skad

(J¥) asc = r* tg 36° 34-tg2 36°)/12,
a catkowity moment biegunowy Jo = 10 (J¥)4sc, skad poszukiwane
J, = J, = 5r* tg 36° (3-+-tg? 36°)/12 = 1,065 r*.

3. Jak zmieni $ie wynik zadania 2, je§li z przekroju usuna¢ 5 polowek kél (rys. 4.18)? Przyjaé
ry = rf2.

Odp. Biegunowy moment jednego potkola wzgledem punktu C

JF = (wrt/4)+(wrd/2) [r? —8rry[3r)] ~ 0,275r* .
Momenty J, i J, zmniejszaja sig¢ o 5J5F/2 i sa J, =J, = 0,378r%.




5 ZGINANIE PROSTE

S.1. Uwagi wstepne

Ostatnim z trzech prostych przypadkéw pracy prgta jest czyste zginanie. Zachodzi
ono, gdy w myslowym przekroju preta istnieje tylko moment zginajacy M, (rys. 5.1a),
ktorego wektor jest prostopadly do osi preta, czyli lezy w plaszezyznie przekroju. Réwno-
legle istnieje przypadek zginania poprzecznego, gdy wysitek przekroju tworza moment M,
isita poprzeczna T prostopadta do osi preta, czyli lezaca w plaszczyznie przekroju (rys. 5.1b).

Rys. 5.1. Przypadek czystego zginania (a) i zginania poprzecznego (b)

Ten drugi przypadek, chociaz nalezy do tzw. wytrzymalosci zlozonej, ma wicle wspSlnego
z pierwszym. Z tego powodu obydwa te przypadki zbadamy pod wspélnym mianem
zginania, zaznaczajac, gdzie to potrzeba, zachodzace miedzy nimi réznice.

a by —— ft——— by ————
) l‘* 1‘-:——-192—1- b) as40 i by | b3¢0-
P
Q’..ﬁ_“ 2 s
% 0 _?.;.
st ha
| —

RA =ZP,:

Ma=ZPa;

Rys. 5.2, Podstawowe postacie belki statycznie wyznaczalnej
a) dwupodporowa; b) dwupodporowa z wysiegnikami; ¢) wspornikowa.
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Zginanie wystepuje, gdy obciazenie preta, zwanego odtad belkq, stanowi uklad sit
przecinajacych jego 0§ i do tej osi prostopadiych (rys. 5.2a). Zakladamy na razie, ze uktad
ten jest plaski. Sklada si¢ on z sit czynnych Py, P,, ... 1 sit biernych (reakcji), tj. R i H.
Te ostatnie okre$lone sa z trzech réwnan réwnowagi plaskiego uktadu sil, wobec czego
moga byé tylko trzy niewiadome reakcje, a pojedyncza belka moze mie¢ tylko jedng
z trzech postaci (rys. 5.2). Wyznaczenie reakcji, stanowiace pierwszy i niezbgdny na ogot
etap analizy, jest znane z mechaniki ogdinej i dlatego bedzie ono zaznaczone tylko w formie
skrécone;.

I “toiysko kulkowe
LSztywne”

/)
% tozysko wahliwey

Tewat

Rys. 5.3. Przyklady tworzenia schematu obliczeniowego

Kazdy z modeli (rys. 5.2) stanowi pewien schemat obliczeniowy i moze odpowiadac
réznym konstrukcjom, jak na rys. 5.3, gdzie ten sam schemat obejmuje i wal maszyny
na tozyskach tocznych 1 belke suwnicy oparta na kotach jezdnych.

Lozysko wahliwe B (rys. 5.3a) ma bieznig piercienia zewngtrznego w postaci odcinka kuli, co daje
swobode obrotu (w ptaszczyznie rysunku) o dos¢ spory kat &5 (rzgdu 3-5°). Ponadto w tym rozwia-
zaniu pierscien zewnetrzny ma moznosé, o ile pomina¢ tarcie, przesuwu poosiowego. Z tych powodow
modelem lozyska B jako zespotu jest podpora przegubowa przesuwna. W tozysku A swoboda obrotu
w plaszezyznie rysunku wynika tylko z pewnych luzdw i jest znacznie mnigjsza ($ma ~ 0,1%). Gdy kat U4
spowodowany odksztalceniem belki jest mniejszy'"” od &, to modelem tozyska A, jako zespolu,
jest podpora przegubowa nieprzesuwna, gdyz pierscien zewnetrzny lozyska nie ma swobody przesu-
niecia wzdluznego.

Podobnie schematyzujemy podpory suwnicy (rys. 5.3b). Koto toczne 4 nie ma obrzezy i sprowa-
dza sie do modelu podpory przegubowej przesuwnej (przy pominigciu tarcia). Kolo toczne B majace
obrzeza sprowadza sie do modelu podpory przegubowej nieprzesuwnej.

(1 Sprawdzenie tego jest konieczne. Jesli bowiem &4 > Oy, to lozysko takie ulega szybkiemu
zuzyciu,
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5.2. Analityczne okreSlenie momentéw gnacych i sil tnacych

Podobnie jak w przypadku rozciggania lub skrecania, tak i przy zginaniu rozpoczniemy
od okreslenia wysitku przekrojow belki. Wezmy dla przykladu belke obcigzona sita
czynng P (vys. 5.4a). Po wyznaczeniu reakcji

R, =Pbj/l, Ryz=Pa/l, (a)

mamy peiny obraz obciazenia (rys. 5.4b). Dla ujawnienia wysitku pewnego przekroju C,
rozcinamy w nim myslowo belk¢ na dwie czgsci. Aby przywrécié pierwotna réwnowage

e [° -
a) AL ﬂ 18
- == —"—';' b—47 powigkszony fragment
D) A.—_ i ___:{‘ _Jl 5 5 rysunku c)
Ra=Pb/! Re=Pa/l AW Ay
C) e Mg Mg 7 J-LP
Al @_._ ! 8 g v
; e -
Ry Ty Rg T M, M,
& ﬂp My M A7 oy
e — ) )\ W ¢ AW AW
R = 1
d (=a)yr Ra
L 5 =X = -

Rys. 5.4. Okreslenie momentu gnacego i sity tnacej

kazdej z czgsci, wprowadzamy w nowo powstalych przekrojach C’ i C” wysitek o sktado-
wych w postaci sily tngcej 7' i momentu gnacego M, (rys. 5.4c). Sktadowe te dziatajace
na jedng czgs$¢ sa odpowiednio przeciwne do dzialajacych na cze§é druga. Ich warto§é
wyznaczamy 7 rownan rownowagi sformutowanych dla jednej czeéci, obojetne ktdrej.
Wiadomo bowiem, ze wartosci te nie zaleza od tego, czy badamy réwnowage jednej, czy
drugiej czesci.

Po tym przypomnieniu ogdlnej metody z art. 1.4, obliczmy warto$é T'i M, dla czesci AC'.
Rownania réwnowagi: rzutéw na o$ pionowa i momentéw wzgledem punktu C’ sa

R,~T=0, R, x-—M,=0,
skad po uwzglednieniu (a) mamy wartoéci
T=R,=Pb/l, M,=R,x=Pbx|l (b)
1 poniewaz sg one dodatnie, zatem zwroty T'i M, sa jak na rys. 5.4c. Wzory (b) sa stuszne,
gdy 0 < x < a. Jedli bowiem bada¢ wysilek przekroju D (a < x < [), to obraz sit dziata-
jacych na cz¢$¢ badang AD' jest inny (rys. 5.4d). Formutujac podobne réwnania réwnowagi,

mamy z nich
T=R,—P, M,=R,x—P(x—a), (c)
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lub po uwzglednieniu (2) oraz tego, ze a+b = |,
Pa o Wi 5 f’;’-\, o = =) )
Ujemna warto$¢ sily T oznacza, ze jej zwrot jest przeciwny do zalozonego. Dodatnia
warto$¢ M, mowi, ze M, ma zwrot zgodny.z zatozonym. Ponadto wzory (d) ilustruja
dowolnos¢ wyboru jednej lub drugiej czesci do obliczenia 71 M,. Takie same bowiem
wyniki otrzymamy badajac réwnowage czesci D" B belki, zaktadajac oczywiscie przeciwne
niz dla czgsci AD' zwroty T'1 M,,.
Dla porozumiewania si¢ celowe jest wprowadzenie umowy o znaku momentu gnacego
i sity tnacej. Przypomnijmy, ze moment M, jest wypadkowy z momentdw elementarnych
sit AW (rys. 5.4c). Jest rzecza jasna, ze przy podanych zwrotach M, w czgsciach przekro-
jéw C’ 1 C" lezacych powyzej osi dominuja sily AW, a wiec i naprezenia, Sciskajace
a w dolnej czesdei -— rozeiagajace. Umawiamy sig, ze takie wlasnie momenty gnace sa
dodatnie. Jesli z belki wycig¢ element, to dodatnie i ujemne momenty sa wedtug powyzszego
kryterium naprezen™ takie jak na rys. 5.5a. Znak sily tnacej ustalimy wedtug kryterium,

b
@) -0 'm in -0 +0 m n +0 ) Ttm n m 7
F==5 =] (== =
\‘n :_ vl i I'r
______ e x'h:q == __f?'}_g_,'

m_ n m . n m _—n m___n
Lk ' 7 'I._I\-.llT 1A s "J

Rys. 5.5. Definicja znakéow M, i T

jakie uzyto dla naprezen stycznych (rys. 2.14c). Mianowicie, sil¢ tnaca uwazamy za
dodatniq, gdy usituje ona nadac¢ rozpatrywanej czgsci obrét wspdizegarowy. Tak wigc obie
sity Tz rys. 5.4c sa dodatnie, gdyz kryterium to jest spetnione. Dla wycigtego myslowo
elementu przyjete kryterium daje obraz sil T wedlug rys. 5.5b.

Powyzsze umowy sa potrzebne przy przedstawieniu przebiegu T(x) i M, (x) w formie
wykresu sil tngcych i wykresu momentéw gnqcych. Sposéb ich budowy jest identyczny
jak w przypadku rozciagania lub skrgcania. O$ odcigtych jest rownolegta do osi belki,
sama odcieta x okresla polozenie badanego przekroju, a rzedne daja wartosci T lub M,
w tym przekroju. T tak w badanej tu belce (rys. 5.4) zaleznosci M (x) sa liniowe w obydwdch
przedziatach i do zbudowania wykresu M (x) wystarcza znajomos$¢ rzgdnych dla dwéch
wybranych wartosci x. Biorac w pierwszym przedziale x = 0 i x = a mamy z wzoru (b)
odpowiednio M, = 0 i M, = Pab/l. Z konfrontacji rys. 54 i 5.5 wynika, ze ta druga
warto$¢ M, jest dodatnia. Podobnie w drugim przedziale dla x = ai x = I, mamy z wzo-
ru (d) odpowiednio dodatnia warto$¢ M, = Pab/l i M, = 0.

(O Aby utatwi¢ zrozumienie, wroémy do rys. 1.14b. Obie sity N, i N, sa tam dodatnie, albowiem
sa wypadkowymi dodatnich ¢, W przypadku momentu gnacego na jednej czgsci przekroju napreze-
nia sa S$ciskajace, na drugiej — rozciagajace. Do ustalenia znaku momentu potrzeba wigc dodatkowo
powiedzie¢, na ktdrej czeSci przekroju dzialaja dodatnie, a na ktérej ujemne naprezenia.
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Jesli dodatnie rzgdne wykresu M, odmierza¢ powyzej, a ujemne ponizej osi odcietych,
to z rys. 5.5 wida¢, iz 1zedne te znajduja si¢ zawsze po tej stronie, po ktérej wystepuja
napreZenia $ciskajace. Ujmujac to skrétowo, méwimy: ,,wykres M, rysujemy po Sciskanej
stronie belki”. Zgodnie z ta umowa otrzymujemy wiec wykres M,(x) (rys. 5.6) jako tamana
linie¢ A"E’'B’. Ekstremalny moment gnacy wystepuje w przekroju E, jest dodatni, a jego
warto$c¢

(Mg)ekslr = Pab/l . (e)
_a
a) fe—————1 b a) ﬂ_ 2 q
7 ) | S PERRET!
- : b X C
b) I pr‘zgdz[at Il przedziat b) L
wh My=hax_ AL Muist A;F{L _"L*EQMQ
My=0 &:’ Ra| qxy % VT "
A gx (=x) _ql?
—— X—>] ng 2 » %_
Bl TR
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A-—-— X ——>= | X d)
=—R3:—.§.a_'ﬂ.‘ ;
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Rys. 5.6. Wykresy M,y(x) i
z rys. 5.4

T(x) dla belki Rys. 5.7. Wykresy M,(x) i T(x) belki obciazonej

W sposob ciagly

‘Wykres sit tnacych (rys. 5.6c) jest jeszcze prostszy, albowiem na odcinkach AE i EB
wartos¢ T jest stala. Uwzgledniajac umowe o znaku sily tnacej (rys. 5.5) mamy na odcinku
AE sile T dodatnia, a na odcinku EB ujemna. Przeskok wykresu w punkcie E jest

(Pbjl)—(~Pajl) = P(a+b)/l = P.

Jako drugi przykitad zbadajmy belkg¢, na ktérag dziala réwnomierne obciaZenie ¢
{(rys. 5.7a). Po wyznaczeniu reakcji‘?

Ry=Rz=ql2

odcinamy myslowo czg$¢ AC belki nanoszac przy tym (rys. 5.7b) dzialajace na nia sity:
reakcje R,, sktadowe wysitku 7'i M, oraz obciazenie ciagle g na dlugosci AC = x. Dzia-
tanie tego ostatniego obcigzenia jest, wedlug praw statyki, réwnowazne dziataniu wypadko-
wej gx przytozonej w odleglosci x/2 od przekroju C. Z réwnania réwnowagi rzutéw na

() Reakcje te narysowano umownie na rysunku samej belki nie usuwajac podpor, jak na rys. 5.4b,
Scisle biorac, sposob taki nie jest prawidtowy, jest jednak stosowany, gdyz redukuje liczbe rysunkow,

. o
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prostopadla do osi belki mamy

T =R —gx=q[(/2)-x], (f)
a z rownania tTownowagi momentéw wzgledem punkta C
M, = R,x—=(qx)(x/2) = gx (I-x)/2, (8

przy czym zaleznosci te stuszne s na catej diugosci belki. Dodatnie wartosci T'i M, wska-
zuja, Ze ich zwroty sg zgodne = danymi na rysunku. Widzimy, ze taka sita T daje wspoét-
zegarowy obrot czgsci AC, a taki moment daje $ciskanie czesci przekroju powyzej osi.
Obie te wielkosci sa wigc dodatnie w sensie umowy przyjetej na rys. 5.5.

Wykorzystujac zaleznosci (f) i (g) zbudujemy teraz wykresy M,y(x) i T(x). Z wzoru (g)
wynika, ze wykres M,(x) jest parabolg zwrdcona wierzchotkiem do géry, przecinajaca
o$ x w punktach-x = 0i x = /, odpowiadajacych podporom A4 i B (rys. 5.7¢c). Ekstremalna
wartos¢ M,

(Mg)ekslr = ql2/8 (h)
wystepuje w przekroju E (x = //2). Wykres T(x) jest zgodnie z wzorem (f) odcinkiem

prostej (rys. 5.7d), ktérej rzedne w przekrojach A4 i B sa odpowiednio (¢//2) i (—ql/2).
Zerowa sita tnaca jest w przekroju E (v = I/2), a wigc tam, gdzie M, = (M,)exsir-

Rys. 5.8. Analiza réwnowagi clementéow belki

Ta ostatnia uwaga jest przejawem ogdlnej zaleznosci miedzy M, i T. Zbadajmy mia-
nowicie réwnowage wycigtego myslowo elementu CD belki (rys. 5.8), na ktéry dzialaja:

a) zewnetrzne obcigZenie ciagle ¢ o wypadkowej ¢ dx,

b) sily wewnetrzne w przekroju m-m o wypadkowej T i momencie M, stanowiacymi
wysitek tego przekroju,

¢) sity wewnetrzne w przekroju n-n o nieco zwigkszonej wypadkowej T+dT i nieco
zwigkszonym momencie M,+dM, bedacymi wysitkiem tego przekroju, a wigc odpo-
wiadajacymi wartosci x+dx innej niz warto$é¢ x dla przekroju m-m.

Z warunku, Zze suma rzutéw sit na prostopadia do osi belki jest réwna zeru, otrzy-
mujemy réwnanie

T—qdx—(T+dT) =0,

7 Wytrzymaltosé materiatow
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skad po przeksztalceniach mamy zalezno$é

dr
Tx = —dq, (5.1)

wigzaca pochodna sily tnacej z lokalng, tj. odpowiadajaca danej wspétrzednej x, wartoscia
ciggltego obciazenia g(x). :
Formulujac podobnie warunek réwnowagi momentéw wzgledem punktu D otrzymu-
jemy réwnanie
M,+T dx —(gdx)(dx/2) —(M,+dM,) = 0.
Jesli dx — 0, to w réwnaniu powyzszym mozemy pominaé mata wyZszego rzedu, tj. g dx?/2,

i w rezultacie mamy
dM,

Cdx
jako zaleznos¢ wiazaca pochodng momentu gnacego z lokalna wartoscia sity tnacej 7T(x).
Rézniczkujac na koniec stronami réwnanie (5.2) mamy przy uwzglednienin (5.1)

&M, _ dT _
o = ar = 9 (5.3)

=7, (5.2)

wiazace bezposrednio moment gnacy z lokalna wartoscia g(x).

Z zaleznogci (5.1)--(5.3) wynikaja pewne reguly o przebiegu momentéw gnacych i sit
tnacych. Jesli belka jest obciazona, jak na rys. 5.7, to g(x) = ¢ = const i z (5.1) mamy,
ze T(x) musi by¢ liniowa funkcja x. Podobnie z (5.3) wynika, ze M,(x) musi byé kwadra-
towa funkcja x. Obydwa te fakty znajduja potwierdzenie w zaleznosciach (f) i (g). Dla
belek obciaZzonych sitami skupionymi (rys. 5.2) mamy na odcinkach migdzy kolejnymi
sitami g(x) = 0. Wobec tego na poszczegélnym odcinku 7'(x) = const, a M, jest liniowa
funkcja zmiennej x. W miejscu przylozenia sily skupionej (rys. 5.8b) sila tnaca doznaje
przeskoku

T=T,-T,=—P,
czyli réwnego sile skupionej. Temu przeskokowi T odpowiada raptowna zmiana dM,/dx,
czyli zalom funkcji M (x). Obydwa te fakty obserwujemy w przekroju E (rys. 5.6).

b)

| I
x4 7
o || { 6
! | :. (Mg);
ml ? In —a—

Rys. 5.9. Wprowadzenie pojecia momentu skupionego

Inng osobliwoscia sa w przebiegu M, (x) miejsca przytozenia skupionych momentéw.
Gdy do badanej belki AC przymocowana jest belka DE obciaZona parj sit P o momencie
M* = Pc (rys. 5.9a), wéwczas z réwnowagi momentéw elementu belki wycietego prze-
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krojami m-m i n-n wynika "
(Mg)[+PC‘—(Mg)11+Tb=0. (l)

Gdy wymiar b — 0, z réwnania (i) mamy
(Mg)II_(Mg)I = Pc = M*,

co wskazuje na przeskok wartoici M, migdzy dwoma przekrojami teoretycznie nieskon-
czenie bliskimi. Taki wyidealizowany przypadek zaznaczymy, jak na rys. 5.9b, gdzie M*
jest dla badanej belki AC zewngtrznym momentem przylozonym w punkcie F i przedsta-
wiajacym dzialanie odrzuconej my$lowo belki DE. W miejscu przylozenia skupionego
momentu sila tnaca nie zmienia sig, co wida¢ z tegoz rys. 5.9b.

Zadania

1. Wykona¢ wykresy M,(x) dla belki (rys. 5.10) przyjmujac @, = 1m, a; =2m, a; =3 m,
{=4m.

Odp. W poréwnaniu z przyktadem (rys. 5.4) zadanie rozni si¢ liczba przedzialow (4 przedzialy),
dla ktérych nalezy sformutowaé odrebne rownania rownowagi. Na przyklad dla przedzialu I (gdy
a; < x < az)

T=R4—P1, Mg=R,4x——P1(x—a1).

Inne etapy rozwiazania jak w przykladzie (rys. 5.4). Wyniki konicowe podaje rysunek.

‘R,1=3RN Py=A4kN P2=3kN AP_; kN ;Rg =2kN
r<—ay - —a; —ag—> —[—>1 f
e ¢ 4 _EH_IQ___._.?;

Fa &
—— e “
[ przedz. Il przedz. [l przedz. IV przedz.

DJ’
3 .

My=R4a;=3kNm
'3
3 My=Ra a;—P(a;—a;)=2kNm
==Rab3=-2kNm
1

I
N —_ =
<=
S
R ] &
|
uxi
I =]
o
>y

=

[
VA
oL lé 2
-
Rys. 5.11. Belka wspornikowa przy ob-
ciazeniu ciaglym

_2-
_4_

adm
)

HI“‘7.'7=RA‘P1"P2

Rys. 5.10. Analiza belki obcigzonej sitami skupionymi

2. Wykonaé wykresy M, i T dla belki wspornikowej (rys. 5.11). _
Odp. Rozwiazanie przebiega podobnie jak dla belki (rys. 5.7). Widaé, ze obliczenie reakcji w ut-
wierdzonym przekroju jest tu zbgdne.

T
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3. Obliczy¢ wartosci i wykona¢ wykresy M, i T dla belki (rys. 5.12).
Odp. Roéwnania rownowagi dla myS$lowo odcietej czesci AC sa

Pilgox/) (x[2)—T =0, Px-(q.x/l) (x/2) (x/3)—M, =0,
skad

T=Pi(qox?2l) -0, M, =Px+(qox36l) -0.

W prZekI'Oju B jeSt Tekslr = P+(f]0 ]/2)’ (Mg)ckslr - Pl+((10[2/6)-

Rys. 5.12. Do zadania 3

Rys. 5.13. Do zadania 4

4. Wyznaczy¢ Ti M, w przekroju D poziome]j belki z osadzona na niej dZzwignia obciazona si-
la P (rys. 5.13).

Odp. Z réwnan réownowagi odcinka CD przy znanym wysitku przekroju € mamy T = —5 kN
(skierowane do gory), M, = 400 N m.

S. Dla belki obcigzonej skupionym momentem M; (rys. 5.14) wyznaczy¢ wykresy T i M,. Zba-
dac przypadki, gdy a =01 a = /.

[ przedziat [l przedziat

—— —_—

R

ili*-i.lfll s 0.%f':||__-'%-_l:;:'il: — TR
R N M R T
) A& Tt @
Rys. 5.14. Wykresy M, i T dla Rys.. 5.15. Dwupodporowa belka obcigZzona momentami na
belki obciazonej skupionym mo- podporach
mentem
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Odp. Po wyznaczeniu reakcji Ry = Rg = M;/I o zwrotach jak na rysunku, badamy réwnowage
odcietej czesci AC, raz, gdy x < a, drugi raz, gdy x > a. W wyniku dla 0 < x <amamy T = M;/l =103
M, = M} xjl - 0; dla a = x <1 mamy T = M}/l> 0, M, = M} [(x/)—1]} = 0. Wykres M, (x}
stanowia dwa réwnolegte odcinki AD’ i D'’ B z przeskokiem w przekroju D. Wykres T — linia rowno-
legta do osi x.

Gdy « — 0, wéwczas obciazenie stanowi moment MI (rys. 5.15a). Przedzial I z rys. 5.14 znika,
przedziat II obejmuje cata belke. Z pierwotnego wykresu zostaje tylko prosta D'’ 8 laczaca rzgdna M:
z punktem B. Przypadek, gdy a — /, jest podobny (rys. 5.15b). W obydwéch przypadkach wykres 7'
zostaje ten sam.

6. W zadaniu 1: a) zwiekszono » razy wszystkie sity P; b) podwojono wszystkie sity zmieniajac
jednoczesnie ich zwroty na przeciwne. Jak zmienia si¢ rzedne wykresow M, i T'?

Odp. a) Wzrosna n-krotnie; b) w tym przypadku n = —2, a wiec wzrosna dwukrotnie z jednoczes-
na zmiana znaku.

7. W zadaniu 1: a) zmieniono m razy wszystkie odlegtosci, tj. /i @; b) zmieniono odlegtosci jak
w punkcie (a) i jednoczesnie zmieniono n razy sity P. Jakie sa M, i T w przekrojach 4, D, E, F, B?

Odp. a) Wartosci T nie zmienia si¢, M, zmieni si¢ m razy; b) sity T zmienia si¢ n razy, momenty
M, zmienia si¢ mn razy.

8. W zadaniu 2 i 3 dwukrotnie zwiekszono / oraz odlegtosci x badanych przekrojow. Jak zmienia
si¢ wartosci T i M,?
Odp. Sity T wzrosna dwukrotnie, M, — czterokrotnie.

) b) ¢

P=1kN Py=2k = 2 2N
1 2=2kN a2l ME=200Nm

RN

ﬂ__é___"& 5 P

‘ZUCm” 30cm | 20em g2SZAN/l

Rys. 5.16. Dane do zadania 9

9, Dla podanych belek (rys. 5.16) zbudowac wykresy M, i T' oraz okresli¢ ich ekstremalne war
tosci (dodatnie i ujemne).
Odp. a) +1kNmi —1kNm; +1kNi—1kN;b) -200 Nmi —400 Nm, +2kN i —2kN;
¢) —3 kNm, brak M, > 0, +2kN i —2 kN.

b) ¢)

g 300Nm )

' 200Nm
D4 Ol e
oI 78 X

_20em | 30cm | 20cm_|

Rys. 5.17. Bledne rozwiazania zadania 9

10. Kto$ rozwiazujac zadanie 9 podal wykresy M, (rys. 5.17). Nie rachujac szczegélowo wskazaé
oczywiste bledy na tych wykresach.

Odp. a) Pierwszy btad: przeskok momentu jest 0,9 kN m, a powinien by¢ 1,0 kN m, drugi blad:
na podporze B otrzymano M, # 0; b) na odcinku BC jest zmienny moment, a powinien by¢ sta-
ly, bo T = 0; ¢) pierwszy btad w znaku momentu, drugi: w przekroju C narysowano zalom, chociaz
nie ma tam sity skupiongj.
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5.3. Niektore ulatwienia obliczen

W wielu przypadkach dla ulatwienia obliczen stosujemy zasade superpozycji. Wezmy

dla przyktadu belke (rys. 5.18). Jej obciaZenie jest superpozycja obciazenia ciaglego q
. £ 3 h z . .

oraz skupionego momentu My, dia ktérych znamy juz wykresy T i M, (rys. 5.7 i 5.15),

Rys. 5.18. Zastosowanie zasady superpozycji do okreslania M, i T

z tym ze zadanemu kierunkowi M: odpowiadaja znaki przeciwne niz na rys. 5.15. Jedyne,
co zostaje do zrobienia, to ztozy¢ te wykresy sumujac algebraicznie odpowiednie rzedne
(rys. 5.19a). Prosciej jednak jest na jeden wykres, tj. M,,. natozy¢é drugi odwrécony,

k a) N ¢) 8}
’ ’ 7
X I
/ / /A &
ot A2 Y B Mg’
L1y — / e
0 ] Of—_ ] ’(’ x
Mglﬂ A
(/‘49)(3/(.&1/‘.dod.a?l;:"“‘“\\~< 5;

Rys. 5.19. Techniczne szczegdly superpozycji wykresow

t. My (rys. 5.19b). Rzedna wypadkowa, tj. M,, réwna jest dtugosci odcinka migdzy
wykresami.® Dla jasno$ci konieczne jest zaznaczenie znaku rzednych.

Opisany sposob jest szczegdlnie przydatny do badania réznych wariantéw obcigzenia.
Tak na przyklad zmianie M} przy ustalonym g odpowiadaja rézne proste OB (rys. 5.19¢).
Gdy Mf; jest dodatnie (prosta OB;), wéwczas M, jest wszedzie dodatnie. Gdy M: ma
duza ujemna warto$¢ (prosta OB,), wtedy wszedzie mamy M, < 0. W sytuacji posredniej
(prosta OB5) moment ten na czesci belki jest dodatni, na cze¢$ei ujemny, a jego absolutne
wartosci mniejsze niz w przypadkach poprzednich. Najmniejsze absolutne wartosci wy-

(1) Gdyby moment M} mial zwrot przeciwny, M, bylby r6wny diugosci odcinka miedzy parabola
a prosta OB’’.
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stapia, gdy ekstremalny ujemny moment, tj. M;, i ekstremalny dodatni bgda réwne co
do bezwzglednej wartosci. Postulat tego rodzaju spotyka si¢ czgsto w praktyce.

Inny przyktad superpozycji podaje rys. 5.20a. Czgéci CA i BD sa wspornikami z rys. 5.11,
dla ktorych role podtoza spelnia czes¢ AB. Jeshi te wysiegniki myslowo odrzuci¢, to w prze-

a) b) T4 o |

;

FRNSRREY

Rys. 5.20. Przyklad zastosowania zasady superpozycji

kroju A czesci $rodkowej ujawni sic wysitek o sktadowych T, = gc, 1 M, = qci/2,a w prze-
kroju B wysiltek o sktadowych Ty = gc, i Mg = gc2/2. Sity T, i Ty sa zréwnowazone od
razu na podporach. W rezultacie na $rodkowa czgs¢ belki dziataja momenty M, 1 My
oraz obciaZenie g (rys. 5.20b). Biorac ze stosownymi znakami wyniki z rys. 5.7 1 5.15
mamy wykres M,, bedacy nalozeniem paraboli OEB i trapezu A'B'BO oraz wykres T

,-(—Cv—r- a-!-|

{4
_i77

R4 A Ma2=~My Y7 Re=-Ray

wykres momentu M,

T r (A “\Qiuuﬂ
_ o \LLU _
L3
e WP
Ra wykres sity tngcej

Y wykres sity tngcef /
A [T Mm A M
LI +%r | T
Rys. 5.22. Wykresy T i M, przy obciazeniu
antysymetrycznym

' wykres momentu gngcego

' RAa

Rys. 5.21. Wykresy T i M, przy obciazeniu
symetrycznym
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(rys. 5.20c). Dotaczajac do tego wykresu M, i T dla wysiggnikéw mamy wynik wedtug
rys. 5.20d. Podobnie jak poprzednio, tak i tu superpozycja utatwia badanie réznych mo-
dyfikacji ustroju.

Gdy obciazenie belki jest symetryczne (rys. 5.21), wéwczas w odpowiadajacych sobie
przekrojach C; i C, dzialaja jednakowe momenty M,, natomiast sity tnace maja wartosci
przeciwne (umowa z rys. 5.5). Wynika stad, ze wykres M, jest symetryczny, wykres T
antysymetryczny. Przy obciaZeniu antysymetrycznym (rys. 5.22) sytuacja jest odwrotna:
wykres M, jest antysymetryczny, wykres T' symetryczny. W takich zatem przypadkach
do otrzymania pelnego obrazu M, i T wystarcza obliczenie ich dla potowy belki.

Zadania

1. Metoda superpozycji wyznaczy¢ wykres M, i T w belkach z rys. 5.16a, b.
2. Zakladajac w belce (rys. 5.20), ze ¢; = ¢, = ¢, wyznaczy¢ c tak, aby absolutne wartosci (My)exser
bylty réwne.

0dp. ¢ =1L2V2 ~ 03541, i wtedy (M,)esir — ql2/16.

S5.4. WykreSlna metoda wyznaczania momentéw gnacych

Istota tej metody polega na wykorzystaniu analogii migdzy przebiegiem momentéw
gnacych w belce zginanej a ksztaltem linii sznurowej. Z mechaniki ogdlnej wiadomo, Zze

b)

v

Rys. 5.23. Linia sznurowa

wiotki sznur pod obciazeniem g (x), odniesionym do jednostki dtugosci na osi odcigtych x,
przyjmuje ksztalt linii sznurowej ACB (rys. 5.23a), ktorej rzedna z(x) okreslona jest
réwnaniem‘?’

Hd?z/dx? = q(x), ()

W A oto krotkie przypomnienie. Na element liny (rys. 5.23b) dziataja: pionowa sila ¢ (x) dx,
wzdluzna sita N, o poziomej sktadowej H, i pionowej H,tg o = H,(dz/dx), wzdluzna sila N> o skla-
dowej poziomej H, i pionowej H,tg (a-do) = H,[(dz/dx)+(d?z/dx?) dx]. Z warunku réwnowagi
rzutéw sil na o$ x mamy H, = H> = H, a z warunku rzutéw na o$ z

dz

| +d—2‘1dx) _n% _Zgde =0,
dx dx? dx

skad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy rownanie (a).
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gdzie H — pozioma sktadowa napiecia N liny. Ta sita H nie zalezy od ¥, a wigc zamiast (a)
mozemy napisac

d?(Hz) _ ‘

- 7&7—_ =q(x). (5.4)

Jak widzimy, réwnanie (5.4) staje si¢ identyczne z poprzednio sformutowanym (5.3),
. d>M, jdx? = —q(x), jeshi

g{x) = —q(x). (5.5)

Identycznos$é réwnan (5.3) i (5.4) nie oznacza jeszcze, Zze wielkos¢ M, i Hz sa identyczne.
Aby osiagnac tozsamos¢

M,=H:z, (5.6)

potrzeba i wystarcza®?), poza spetnieniem warunku (5.5), aby te dwie wielkosci byly sobie
réowne dla dwéch dowolnie wybranych wartosei x; 1 x,. W takim przypadku analityczne
okreslenie M, (x) mozemy zastapi¢ wykreSleniem linii sznurowej. Czynno$¢ ta jest
znana z kursu mechaniki ogdlnej i dlatego tutaj podawana jest bez wnikania w szczegdty.

Zadania

1. Wyznaczy¢ wykreslnie przebieg M, w belce (rys. 5.24a).

Rozwiazanie. Obciazenie ciagle zastepujemy na razie pewna liczba sit skupionych, w tym przy-
padku dwiema sitami: 2,19 kN i 4,06 kN, przylozonymi w $rodkach ciezkosci odpowiednich pol. Z tych
sit zastgpczych i rzeczywistych sit skupionych tworzymy, zachowujac ich zwroty, jeden ciag, w ktory m
kolejnosé ich jest taka jak na belce. Nastgpnie budujemy wielobok sit (rys. 5.24b). Przenoszac rowno-
legle na rysunek odpowiednie boki N;+N;, mamy wiclobok sznurowy LGIF'K (rys. 5.24c). Przedsta-
wia on posta¢ réwnowagi (ksztalt) sznura obciazonego sitami skupionymi, przy czym sita wzdiuzna
w odcinku LG jest Ny, w odcinku GI jest Ny, itd. Rzeczywista linia sznurowa jest styczna do bokow wie-
loboku w punktach C’D’ i E’ odpowiadajacych punktom C, D, E podzialu obciazenia ciaglego®.
Bez wielkiego bledu lini¢ tg¢ kreslimy w sposdb przyblizony. Na czesci LC’ oraz E'F’K, gdzie nie ma
obciazenia ciagtego, linia sznurowa pokrywa sie z wielobokiem sznurowym. Jej rzedne z (x) mierzone
sa w tej samej skali co i skala belki. Pozioma sktadowa H napigcia liny jest w skali wieloboku sit row-
na odlegtosci bieguna O, od ciagu sit P.

(O Dygresja z matematyki. Przy spetnieniu warunku (5.5) rozwiazania réwnan (5.3) i (5.4) sa
M(x) = f(xX)+By x+ B>, Hz(x) = f(x)+C, x+C>,
gdzie f(x) jest ta sama funkcja x,a By, B, C;, C, sa stalymi catkowania. Gdy M, = Hz, wowczas
te stale musza by¢ odpowiednio réwne. Jesli dla x; i x> zachodza rownosci
My(x1) = Hz(x,), My (x;) = Hz(x;),
to podstawiajac za M, i Hz poprzednie wyrazenia mamy
(Bi—C)x1+(B2—C3) =0, (B;—Cy))x,+(B:—C2)=0,

ktoére spelnione sa tylko wtedy, gdy B, = Cy, B> = C,, c.b.d.d.

) Podzielmy site zastepcza 4,06 kN na wiele sit. Na wieloboku sit pojawia si¢ nowe boki N, ale

skrajne Nj; i Ny zostana te same. Wobec tego na odcinku D’E’ skrajne elementy linii sznurowej
beda styczne do starych bokéw GI i IF w punktach D’ i E’.
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Aby otrzymana linia sznurowa LC’D’E’F’K reprezentowala M,, musimy vzgodni¢ wartosci M, =
= Hz w dwach przekrojach. W belce momenty M, w przekrojach nad podporami sa réwne zeru. W tych
wiec punktach rzedne z (x) musza tez by¢ rowne zeru. Oznacza to, iz z (x) musza by¢ mierzone nie
od osi x, lecz od prostej A’B’. Na przyktad w przekroju odpowiadajacym zastgpczej sile P. rzedna
zr = 1,64 m i wedlug (5.6)

(M) =zt H=1,64 m:5 kN = 8,20 kNm .

W ostatecznym zatem wyniku rzedne zakreskowanego pola migdzy linia sznurowa A'C'D'E'F’'B’
a prosta A’B’ sa proporcjonalne do M,. Wystarczy zmieni¢ jedynie skale, aby ten wykres stat si¢ wyk-
resem M,. Nalezy zauwazy¢, ze przez umieszczenie bieguna Op z lewej strony ciagu sit Py, Ps, P3 usu-
nigto potrzebe zmiany znaku obciazen przewidziana wzorem (5.5).

@), _im . _425m 125m 1m 1m b)

P,=219kN

£ | 0 P,=406kN
FI
E
3
I} ']
= B
i S0x Py=3kN
AN N
1 <1 o
4 5 8% x'm

Rys. 5.24. Wykreslne wyznaczenie M, w belce dwupodporowej

a/} <. 25em - 25¢cm ’T‘ 25¢cm ZOCm__‘ b)
ﬂp1=5kN ’}P2=2kN ]P3=4ka
4A ] N - |8 N
E_:
c) Ni
OPJ : _h:l'v
IE | d
_E Ny
| LA ?
f<— H=4kN

R —— i i i

0 20 40 60 80 X cm

Rys. 5.25. Wykres$lne wyznaczenie M, w belce wspornikowej
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2. Wyznaczy¢ wykreslnie M,(x) w belce wspornikowej (rys. 5.25).

Rozwiazanie. Po narysowaniu ciagu sit Py, P,, P; i wieloboku sit (rys. 5.25b), kreslimy wielo-
bok sznurowy FC'D’E’B’ (rys. 5.25¢). Z uwagi na brak obciazen ciagtych jest on poszukiwana linig
sznurowa. Aby ta linia stata si¢ wykresem M,, zauwazmy, ze na odcinku EB belki M, = 0 i rzedna
z (x) musi by¢ tam réwna zeru. Oznacza to, iz z (x) nalezy mierzy¢ nie od osi x, lecz od prostej E'B’..
Wtedy rzedne zakreskowanego pola zawarte migdzy prosta A”’E’B’ a linia sznurowa sa proporcjonalne:
do M,. Na przyklad w przekroju C mamy wedtug (5.6)

(M,)c = Hzc = 4 kKN-38 cm = 1,52 kNm,
przy czym H = 4 kN — pozioma skladowa sit N (rys. 5.25b).

075m 075m _ _ 075m _025m p5m
0 - 2 )
G=5kN/m (1 £=2,50kN A
; A £,=250kN P
ol L LTI Il o 4 e
= e
P'=375kN # Vp’fzz,mﬂ Ve &z 4 !
| A r gt [PEYSKN ‘
zj H P"=375kN
&S 7]
K aﬂ
1’0 L - E.f R, = 2,50 kN
1 - Bf
L/é’é- i "=375kN
S \\6 \\\\ 3
| : i | =250kN

1 1
9 05 10 15 20 25

Rys. 5.26. Wykreslne wyznaczenie M, w belce z wysicgnikami

B,erﬁ

3. Wyznaczy¢ wykreslnie M,(x) w belce z wysiegnikami (rys. 5.26).

Rozwiazanie. Po wprowadzeniu zastgpczych sit P, P’/ P, zbudowaniu wicloboku sit (rys. 5.26b)
i wieloboku sznurowego LKID'HF'G wygtadzamy ten ostatni na odcinku C'E’ przez wpisanie linii
szr‘mrowej stycznej w punktach C’, 4°, D’ i E’ podzialu obciazenia ciaglego. W punkcie D’ odpowia-
dajacym sile P, mamy przy tym zalom i dwie rézne styczne, tj. ID’ oraz D’H. Aby ta linia przedsta-
wiata wykres M,, musimy dopasowa¢ linie odniesienia. Przez analogie do zadania 2 linia odniesienia
na wysiggniku AC jest prosta C’L przediuzona az do punktu A’ i podobnie na wysiegniku BF linia
F’G przedtuzona az do punktu B’’. Rzedne 4“4’ i B''B’ przedstawiaja w pewnej skali momenty gna-
ce w przekrojach 4 i B. Aby uzgodni¢ na odcinku AB rzedne linii sznurowej z wykresem M, linia od-
niesienia musi by¢ prosta 4”/B”’. W tym wiec przypadku linia odniesienia jest lamana, a nie prosta
jak w zadaniu 1 1 2.

Uwagi ogoélne do zadan 1--3. We wszystkich przypadkach znak M, pokrywa si¢ ze znakiem rze-
dnej linii sznurowej mierzonej od linii odniesienia. Na przyktad na rys. 5.24 rzedne te mierzone od li-
nii A°B’ s3 dodatnie, a wigc i dodatnie sa M,, natomiast na rys. 5.26 sa one czgsciowo dodatnie, czes-
ciowo ujemne.

Przygladajac si¢ krytycznie wynikom mozna od razu oceni¢ zalety i wady metody wykresinej w po-
rownaniu z metoda analityczna. Do zalet nalezy usuniecie obliczenia reakcji i zmudnych czesto ra-
chunkow. Wada jest nie zawsze dostateczna dokladnosé. W przypadkach jak na rys. 5.24 i 5.25 do-
kladnos¢ ta jest rzedu +1,5%7 i jest wystarczajaca dla potrzeb technicznych. Inaczej przedstawia sie
przypadek (rys. 5.26), gdy tamana linia odniesienia C’A4’’B"’F’ przebiega blisko linii sznurowej. Bledy
moga wiedy by¢ rzedu 10% i wigcej. Aby takich bledéw uniknaé, nalezy konstrukeje wykresina wvko-
nac starannie i w wigkszej skali. Nalezy podkreslic, ze wprowadzenie zbyt duzej liczby sit zastqpuja;:ych
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obciazenie ciggle nie zwieksza doktadnosci. Przyczyna sa dodatkowe bledy zwiazane z kresleniem wig-
kszej liczby bokdw.

4. W belce (rys. 5.24) podpory A i B przesunigto odpowiednio do punktow C i F. Jak zmieni si¢
wykres momentoéw gnacych?

Odp. Linia sznurowa zostanie ta sama, C’'F’ nowa linia odniesienia, od ktorej mierzymy rzedne
z (x) na odcinku CF. Na wysiegnikach AC i1 FB: M, = 0.

5. W belce (rys. 5.24) podpor¢ B przesunigto raz do punktu E, drugi raz do punktu D. Ktory
z wariantow jest lepszy z uwagi na pozadana redukcje maksymalnego momentu gnacego?

Rozwiazanie. Gdy podpora jest w punkcie E, wowczas wykres M, otrzymamy przediuzajac
linie B’ do przeciecia z prosta EE’. Laczac ten (nie podany na rysunku) punkt przecigecia E** z pun-
ktem 4 mamy lamana lini¢ odniesienia 4’E”'F’. Ekstremalny moment wystgpuje nad podpora E
ijest —3 kN'm. W drugim wariancie linie F'B’ musimy przediuzy¢ az do przecigcia z linia DD’ i od
razu wida¢, ze ten drugi wariant jest mniej korzystny.

6. W belce (rys. 5.25) usunieto utwierdzenie i wstawiono podpory przegubowe w punktach 4 i B.
Czy taka zmiana podparcia jest korzystna z uwagi na zmniejszenie wartosci (Mylexsic?

Odp. Linia sznurowa zostaje bez zmian, nowa linia odniesienia jest prosta 4’B’ i wida¢ od razu,
ze¢ zmiana jest korzystna.

5.5. Naprezenia przy czystym zginaniu

Wyznaczenie napr¢zen i odksztalcen w danym przekroju belki rozpoczniemy od przy-
,padku czystego zginania belki pryzmatycznej, gdy jej zgiecie zachodzi w plaszczyznie dzia-
lania momentu gngcego (ptaszczyznie rysunku).(’ Jeden ze sposobow realizacji tego stanu

R=P P P =P
‘A 0 ARB /
<0 —>i
] 8

x
7=-P
| X \ -
4 warstwa obojetna
Rys. 5.27. Realizacja czystego zginania Rys. 5.28. Obraz odksztalcen przy czystym

zginaniu

pokazano na rys. 5.27. Na odcinku CD belki mamy tu staly moment M, = Pa i silg
tnaca T = 0, co pokrywa si¢ z definicja czystego zginania (art. 1.4 i 5.1). Jesli pomina¢
pewien wplyw odcinkéw AC i BD, to elementy odcinka CD znajduja si¢ w jednakowych

(1) Tlustracja tego jest zginanie belki o przekroju symetrycznym ustawionej symetrycznie wzgle-
dem plaszczyzny rysunku. Taka sytuacja nie jest jednak regulg. Wprowadzone ograniczenie wyrdznia
zatem pewien szczegélny przypadek zginania i zwiazane jest ze specjalnym warunkiem podanym po-
nizej.
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warunkach (M, = const, T = 0) i jesli jeden z nich ulega zakrzywieniu, to takie samo
zakrzywienie maja pozostate. Krzywizna belki na odcinku CD jest wigc stala i belka
wygina si¢ w tuk kota. W tych warunkach plaskie przekroje prostopadle do osi belki przed
odksztalceniem muszq zostaé plaskie i prostopadle do zakrzywionej po odksztalceniu osi
belki ¥ Wynika stad, ze przekroje te ulegaja wzglednemu obrotowi (rys. 5.28b). Nary-
sowana na bocznej powierzchni prostokatna siatka
o bokach réwnolegltych do osi zamienia si¢ po odksztat- oR
ceniu na krzywoliniowg z zachowaniem przy tym I\
katéw prostych. R
Na skutek obrotu przekrojéw wzdluzne elementy
belki, tzw. wlékna, doznaja odksztalcen. Jak wiemy
z art. 5.2, cze$é widkien ulega skroceniu, czgsé wydtu-
seniu. Miedzy nimi musi wigc by¢é pewna warstwa
Ed'f'F, tzw. warstwa obojetna, Ktorej wydluzenia

sa réwne zeru. Zalézmy, ze Jej polozenie oraz
promied krzywizny ¢ sa znane. Narysujmy teraz ch-1-=d
fragment m-n belki przed 1 po odksztalceniu 3
(rys. 5.29). Pewne wibkno c¢d lezace w odlegtosci x|l v |
- od warstwy obojetnej of mialo poczatkowo 5 —>
dtugoéé s taka jak inne widkna. Jego dtugos¢ s° m n
po odksztatceniu jest Rys. 5.29. Okreslenie odksztatcen
i Q=2 . S(l - i) (a) wzglednych
@ @

Wynika to z podobienstwa figur Oc'd’ 1 Oo'f, przy czym dlugo$¢ warstwy obojetnej o'’
jest nadal s. Wedtug definicji art. 1.6, wzgledne odksztalcenie & = (s’ —s)/s, 1 po podsta-
wieniu §° z wzoru (a)

e= —2zfon. .7

Tak wiec, przy czystym zginaniu odksztalcenia wzgledne widkien sq proporcjonalne do ich
odleglosci od warstwy obojetnej. Wiokna powyzej warstwy obojetnej (z > 0) ulegaja skro-
ceniu (¢ < 0), lezace za$ ponizej (z < 0) ulegaja wydtuzeniu (¢ > 0). Zalezno$¢ (5.7)
wynika z rozwazaf geometrycznych. Jest wiec stuszna niezaleznie od tego, czy material
jest, czy nie jest sprezysty.

Jedli obciazenia belki sa takie, ze materiat jej zostaje sprezysty, to stuszne jest prawo
Hooke’a. W tym miejscu wprowadzamy zweryfikowana przez teorig sprezystoscei i doswiad-
czenie hipoteze, ze ewentualne naciski (naprezenia) w kierunku poprzecznym do widkien
mozna zaniedbaé. Wtedy kazde widkno pracuje jak elementarny pr¢t na rozciaganie lub

M A oto dowod. Wydzielmy z belki (rys. 5.27) dowolny odcinek EF (rys. 5.28a). Punkty przekro-
ju p-p symetrycznie polozonego wzgledem E i F nie maja przemieszczen ani w prawo, ani w lewo, gdyz
materia odksztalca sie w sposob ciagty (bez szczelin), a jedna i druga strona sa réwnoprawne. Tak wigc
przekrdj p-p zostaje ptaski prostopadly do zakrzywionej osi EGF. Poniewaz kazdy przekrdj na od-
cinku CD belki jest ptaszczyzna symetrii odpowiednio obranego odcinka EF, wynika stad zatem sfor-
mulowany powyzej kanon.
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Sciskanie. Uwzgledniajac (5.7) i prawo Hooke’a mamy w tym widknie naprezenia

0=EFEe= —Ez/n. (5.8)

Obraz naprezen w przekroju poprzecznym (rys. 5.30) ma wigc te same cechy 1 znaki co
i odksztalcenia wzgledne.

05 obojetna
($lad warstwy
__J obojetnef)

Rys. 5.30. Obraz naprezeni przy czystym zginaniu

Majac prawo rozkladu o okreslimy nie znane dotad potozenie warstwy obojetnej 1 jej
promien krzywizny oraz wartosci ¢ w funkcji momentu gnacego. Zauwazmy, ze przy
czystym zginaniu sita wzdtuzna N = 0. Z drugiej strony sita ta jest réwna algebraicznej
sumie elementarnych sit ¢ d4 (rys. 5.30b), czyli

N=0= [odd=— [(Ezjo)dA = —(E]o) [ zd, (b)
A A A

przy czym wielkosci stale £ i o wyniesiono za znak calki. Z wzoru (b) wynika, ze §lad

warstwy obojgtnej, czyli 0§ y, od ktérej mierzymy odleglosci z, lezy w przekroju tak, ze

Jzda=o. ©
A
Calka ta jest momentem statycznym pola przekroju wzgledem osi y i ma wartosé rowna
zeru, gdy of ta jest centralna. OS y jest z kolei prostopadia do plaszezyzny zx zgiecia belki.
Ujmujac te fakty w jedno, powiemy, ze $lad warstwy obojetnej, tzw. os obojetna, jest
osig centralng przekroju prostopadla do plaszczyzny zgiecia.
Podobnie wykorzystamy warunek momentéw. Moment elementarnej sity ¢ d4 wzgle-
dem osi y, obliczony przy zatozeniu ¢ > 0, jest —ozd4 = Ez? dA4/p. Suma takich wszyst-
kich momentéw musi by¢ réowna momentowi wypadkowemu, czyli M,. Wynika stad

M, = [(Eje)z*dA = (Efp) [ z2dA. (@

Figurujaca we wzorze (d) catka jest znanym juz z art. 4.1 momentem bezwladnodci J,
pola przekroju wzglgdem osi y, tj. osi obojetnej. Wprowadzajac to pojecie do wzoru (d)
mamy zalezno$¢

1
=M, lub ?= 2 (5.9)
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wyrazajaca, ze krzywizna warstwy obojetnej, tj. 1/o, jest proporcjonalna do momentu
gnacego, a odwrotnie proporcjonalna do iloczynu EJ,, tzw. sztywnoSci na zginanie.
Wyznaczajac z (5.9): Efo = M,/J. i wstawiajac do (5.8) mamy
M,z .
= -7, 5.10
o 7, (5.10)
Tak wiec warto$¢ naprezenia ¢ w danym widknie jest proporcjonalna do momentu gnacego,
a odwrotnie proporcjonalna do momentu bezwladnosci przekroju. Jak widac, warto$c ta
nie zalezy od rodzaju materialu, o ile tylko jest on sprezysty. Ekstremalne napr¢zenia
$ciskajace o, i rozciagajace o, wystepuja we widknach, ktérych odlegtosci z, i z; od osi
obojetnej sa najwieksze (rys. 5.30a). Ich warto§¢ wyrazamy w postaci
6, =MW, ol =—-M/W,, (5.11)
gdzie tzw. wskazniki wytrzymalosci na zginanie W\/ 1 W‘”
Wi =Jz,, Wi=J,/z. (5.12)

sa wielkosciami czy‘sto geometrycznymi o dodatniej wartosci. Ich wymiarem jest cm?®.
Dla prostokata na przyktad (rys. 4.3)

Wi, =W, = bh?6, (e)
a dla przekroju kolowego drazonego (patrz zadanie 2 art. 4.1)
Wi = W} = (=d332) [1 =(du/d2)*] ~ 0,1 d3 [1 —(d,,/d.)*]. (£)

Dla takich symetrycznych wzgledem osi y przekrojow mamy W, = W,’,' = W, i ekstre-
malne naprezenia |a,| = ]a;' |. Na ogdt tak nie jest i obie te warto$ci nalezy zawsze okreslic.

Obliczmy z kolei sum¢ momentéw sit 0 d4 wzgledem osi z. Elementarny moment
jest cdA4 y = —EzydA/p, a ich suma

~ | (Ezyle)dA = —(EJo) | yzdA = —EJ [, (®)
A A
gdzie J,. — odérodkowy moment bezwladnosci przekroju wzglgdem centralnych osi v i z,
znany juz z art. 4.3. Poniewaz na poczqtku zalozono, 7¢ wypadkowy moment dziata w plasz-
czyznie zgiecia xz, to jest rzecza oczywista, ze warto$é wyrazenia (g) jest rowna zeru,
co daje
J-=0, (5.13)

czyli ze centralne osie y i z sa gléwne. Warunek (5.13) jest tu konsekwencja poczatkowego
zatozenia. Odwracajac kolejno$é powiemy, ze zgigcie belki zachodzi w plaszczyinie dzialania
momentu zginajgcego tylko wtedy, gdy ta plaszczyzna przechodzi przez gléwna centralng
oS przekroju. Takie zgiecie nazywamy prostym, w odréznieniu od zginania ukosnego, gdy
plaszczyzna dzialania momentu nie pokrywa si¢ z gléwna centralng osig przekroju.
Fizyczny sens rozwazah prowadzacych od wzoru (5.8) do wzoréw (5.10) i (5.13) jest
w gruncie rzeczy taki sam, jak w elementarnym zadaniu roziozenia momentu M na dwie
réwnolegle sity O, 1 Q, (rys. 5.31a). Sily te musza tworzy¢ parg sit, skad @, = Q, = O.
Ich moment Qa musi by¢é réwny M. Wreszcie ich plaszczyzna dzialania AB musi by¢
rownolegla do plaszczyzny xz dzialania momentu M. Te same trzy etapy mieliSmy w na-
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szych rozwazaniach, z tym Ze zamiast dwdch sit Q byto nieskoficzenie wiele sit ¢ dA
zwiagzanych zaleznoscia (5.8). I tak etap pierwszy, dajacy w wyniku wzér (c), odpowiada
stwierdzeniu, ze Q; = Q, = Q. Etap drugi, konczacy si¢ wzorem (5.10), odpowiada
w clementarnym zadaniu wynikowi Qa = M. Wreszcie etap trzeci, koriczacy sie wzorem

Rys. 5.31. Analogia zagadnien: a) rozkladu momentu M na pare sit @, = @, i b) wyznaczenia na-
prezed o przy zginaniu

(5.13), to stwierdzenie, ze wypadkowa N, wszystkich elementarnych sit $ciskajacych
i taka sama wypadkowa N, wszystkich sit rozciagajacych (rys. 5.31b) leza w plaszczyznie 4B
réwnoleglej do plaszczyzny xz dzialania momentu M.

Zadania

1. Wyznaczy¢ srednice d $rodkowej czesci osi wagonu (rys. 5.32), aby ekstremalne napr¢zenia
o, <~ 75 MPa,

Odp. Mamy tu czyste zgiecie; M, = 12,3-10® Nm; #, = =d?/32. Z wzoru (5.11) i warunku na
S S—
0, Mamy dmin = ) 32M,fro, = 11,9 cm =~ 12 cm.

Py [ la H P=60kN
“T1 | 184,5cm K,
ht
W Yead | ?
Ry i,143,5cm j|Re 8l
= g_ la przekrdj a-a

Rys. 5.32. Do zadania 1 i 2

Rys. 5.33. Do zadania 4

2. Jak zmieniaja si¢ naprezenia we wtoknie 4 osi z zadania 1, gdy wagon toczy si¢ po szynach?

Odp. Punkt 4 przechodzi kolejno w A;, B, 4, ...; ptaszczyzna AB dzialania momentu jest stala;
w polozeniu A4, wedlug (5.10) o = (M,/J,) (d cos &/2) = 0. cos &« = 75 cos & MPa; kat & = wr; na-
prezenia zmieniaja si¢ cosinusoidalnie w funkcji czasu.
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3. O jaki kat & (w plaszczyznie rysunku) obréca sig wzgledem siebie przekroje C i D osi z zadania 1,
jesli E=2-10° MPa?

Odp. Kat & = CD/p = CD 26./Ed) =~ 9,3-107% rad = 0,53",

4. Pierwotnie prosta stalowa tasme (E = 2-10°> MPa) nawinieto na bgben (rys. 5.33). Okresli¢ o,
w odcinku AB tasmy, na ktorym przylega ona do bgbna.

Odp. Na odcinku AB tasma staje sie tukiem kola, a wiec mamy tu czyste zginanie. Promien krzy~
wizny warstwy obojetnej o = (D+0)/2, odlegto$¢ zmax = £6/2 i z wzoru (5.8) mamy

.| =16, = Ezma/o = ES[(D+0) ~ ES/D = 250 MPa .

Takie zginanie tasm wystgpuje w pitach tasmowych, wagach, przyrzadach pomiarowych itp.

5. Osadzony w tozyskach A4 i B watek z mimosrodowymi masami Q wiruje z n obr/min (rys. 5.34).
Pomijajac odksztatcenia ustroju oraz sily ciezkosci, okre$li¢c n, aby na odcinku 4B naprezenia o, <
< 100 MPa.

Odp. Na odcinku AB mamy czyste zginanie; obciazenie stanowia sity bezwtadnosci Qw?r; M, =
= Qw?ra; przy W, ==d*/32 i o, =100 MPa mamy z (5.11): o = ‘/nd3ac/32 Qra = 146 rad/s,
skad 7 = 30w/w = 1390 obr/min.

Qw?r Qwr I .43] —
3
! H b=1cm

@ schemat % o ZE\’ .g
statyczny , N gL,

N =

A 4 8 b - I
.é%._ , RS !

© A ¥ ; g | YA
e =1 by

Rys. 5.34. Do zadania 5 Rys. 5.35. Do zadania 7

6. Dla przekrojow (rys. 4.5) obliczyé wskazniki W, i W',

Odp. Z racji symetrii W, = W," = W,. Biorac wyniki zadania 2 (art. 4.1) mamy: a) W, = 94 cm?;
b) W, = 43,6 cm3; ¢) W, = 118 cm?.

7. Okreslié wymiar b, zeliwnej lawy (rys. 5.35), aby przy czystym zginaniu w plaszczyznie DB
stosunek naprezen $ciskajacych we widknie D do rozciagajacych we wldknie B byt 10/3.

Odp. Musimy dobra¢ b; tak, aby z,/z» = 3/10, przy czym zy-+-z, = hy+h, = h = 13 cm, skad
7z, = 3 cm, z> = 10 cm. Poniewaz

z, = [bh2+(by—b) 131/2 [bh+-(by—b) ]},

zatem przy danych b, i, h, i z; mamy b; = 12,4 cm.

8. Obliczy¢ wartosé M, dla tawy z zadania 7, gdy wywoluje on we wtoknie D: a) $ciskanie, b) roz-
ciaganie, a dopuszczalne naprezenia na $ciskanie k. = 100 MPa, na rozcigganie k£, = 30 MPa.

Odp. J, — 441 cm*, Dla wiékna D jest W," = 44,1 cm® Przy jego Sciskaniu M, = k. W, =
= 4410 N'm, przy rozciaganiu M, = k, W, = 1320 N m,

5.6. Naprezenia przy zginaniu poprzecznym

Jak juz wiemy, przy zginaniu poprzecznym (rys. 5.36) wysitek przekroju stanowi
moment gnacy M, i sita tnaca T. Przy takiej postaci wysitku elementarne sity d W roztozone
w sposéb ciagly na przekroju maja nie tylko sktadowe ¢ d4 normalne do przekroju, lecz

8 Wytrzymalos¢é materiatow
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1 skladowe styczne t d4. Wypadkowa ze sktadowych o dA jest moment M,, wypadkowa
ze skladowych 7 dA jest sifa T. Jest ponadto rzeczg jasna, ze napre¢zenia ¢ w podobnych
punktach rdznych przekrojéw, jak m-m i n-n, maja rézne wartosci, albowiem rézne sa
w tych przekrojach momenty gnace.

i
1]
X

U

Rys. 5.36. Obraz naprezen przy zginaniu poprzecznyim

7A
I

x

Istnienie naprezen t oraz zmiana wartosci ¢ w funkcji x powoduja, ze obraz odksztalceti
pierwotnie prostokatnej siatki przedstawia si¢ jak na rys. 5.37. W poréwnaniu z analo-
gicznym obrazem dla czystego zginania (rys. 5.28) obserwujemy tu, ze katy miedzy bokami
odksztatconej siatki nie sa na ogét proste. Ta zmiana postaci okreslona katem y wystepuje
najsilniej w $rodkowych oczkach siatki, natomiast w oczkach obejmujacych wlékna
skrajne jest ona niezauwazalna. Poniewaz naprezenia styczne sa proporcjonalne do kata

Rys. 5.37. Obraz odksztatcei Rys. 5.38. Okreslenie naprezenn normalnych

(art. 3.1), zaobserwowany wigc fakt §wiadczy, ze w przekroju poprzecznym belki napre-
zenia styczne t sa rozlozone nierdwnomiernie. Powoduje to, ze linie proste pierwotnie
prostopadle do osi belki staja sie po odksztalceniu zakrzywione, a pierwotnie plaskie
przekroje poprzeczne przestaja byé plaskimi.

Doktadniejsze badania doswiadczalne oraz teoria sprezystosci wykrywaja jeszcze
Jeden podstawowy fakt. Okazuje sie, ze naprezenia T majq maly, a niekiedy nawet zerowy,
wptyw na wzgledne wydtuzenia widkien belki i ze wydtuZzenia te zalezg gtéwnie od lokalne;j
wartosci M (x). Innymi stowy, jesli w dwdch identycznych elementach belki, z ktérych
Jeden podlega zginaniu poprzecznemu, a drugi zginaniu czystemu (rys. 5.38), mamy
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My (x) = M,, to odksztalcenia ¢ odpowiadajacych sobie widkien cd i ¢'d’ sa praktycznie
jednakowe. To samo stwierdzenie dotyczy naprezen . Wynika stad, ze zaleznosci (5.7)~
--(5.12) mozna stosowac z techniczna dokladnoscia w przypadku zginania poprzecznego,
wstawiajac zamiast M, = const zmienny moment M,(x). W szczegdlno$ci zamiast wzoréw
(5.10) i (5.11) mamy

M, (x):z

= — 5.14
o 0" (5.14)

o, =Mx)/W,, o =—M(x)/W.,. (5.15)

e

Podobnie zamiast wzoru (5.9) mamy obecnie zaleznoéé

L e TG (5.16)
e EJ,

okreslajaca krzywizng warstwy obojetnej jako funkcje x.
Okreslenie rozkladu naprezen stycznych jest ogdlnie rozwiagzane w teorii sprezystosci.
W nauce wytrzymatosci materialéw przy ograniczonych $rodkach analizy zadowalamy sie
rozwigzaniami uproszczonymi. Najdalej idace jest zaloZenie, ze naprezenia t sa réwno-
miernie rozlozone w przekroju poprzecznym i maja kierunek osi z (rys. 5.36). W takim
ujeciu warto$é¢ t = 1,:
' 1, = T /A = const, (5.17)

otrzymujemy z warunku, Ze sita tngca T jest wypadkowa elementarnych sit 7d4. Wynik
(5.17), mimo swego prymitywizmu, ma pewne znaczenie, daje bowiem rzad wielkodci 7.

Rys. 5.39. Okreslenie naprezen T w belce o przekroju zwartym

W rzeczywistosci zadne z dwoch poprzednich prymitywnych zatozen nie jest uzasad-
nione. W ogdlnym przypadku (rys. 5.39a) kierunki naprezen 7z i T maja na pewno kierunki
stycznych do konturu‘®. Z racji ciagtoéci zjawisk naprezenia w innych wiéknach warstwy EF

() Wynika to z identycznego rozumowania jak w przypadku skrecania pretéw (rys. 3.15 i 3.17).

8*
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maja jakie$ kierunki poSrednie. Wobec tego upada zatozenie, Ze naprezenia t sa réwnolegle
do osi z. Nie do przyjecia jest réwniez zalozenie o réwnomiernosci rozktadu 7, gdyz stoi
to w jawnej sprzecznosci z doswiadczeniem. W tej skomplikowanej sytuacji dla otrzymania
drugiego przyblizenia wartosci © zadowalamy si¢ okreSleniem Srednich naprezen t dla
widkien warstwy EF odleglej o z od osi obojetnej y. W tym celu wypadkowe naprgZenia,
jak 1, rozktadamy na sktadowe 7,5 i 7.¢ (rys. 5.39b). Dla okreslenia skladowych z. sto-
sujemy teraz chwyt, polegajacy na dodatkowym rozcigciu badanego plasterka belki po-
zioma plaszczyzng EDF. Umozliwia to zbadanie réwnowagi nie catosci plasterka, lecz
jednej jego czeéci, np. goérnej. Na cze§¢ te dzialaja naprezenia normalne ¢ i ¢’ w réwno-
leglych przekrojach plasterka oraz napreZenia styczne t, na plaszczyznie EDF (rys. 5.39¢).
Istnienie tych ostatnich wynika z zasady symetrii naprezen stycznych. Obliczmy teraz
wypadkowe sily dzialajace w kierunku osi x na tych trzech $cianach. Wypadkowa N,
z naprezen ¢ na $cianie BEF jest

N,= [od4, (a)

EF

gdzie symbol f oznacza sumowanie sif o d4 na czeSci przekroju powyzej linii EDF.
EF

Wstawiajac ¢ z (5.14) mamy‘D

N.= [(M[1)=dd = M, [2¢da= M50, ®
EF EF
gdzie S;:) = f 7% dA — moment statyczny wzgledem osi obojgtnej y pola lezacego

EF
powyzej linii EDF (zakreskowane na rys. 5.39b).
Podobnie okreslamy wypadkowa N, z naprezefi ¢’ na $cianie réwnolegltej do BEF,
gdzie moment gnacy jest M,+dM,,

N =(M,+dM)S&J,. (©)

Wreszcie oznaczajgc przez 1. Sredniq warto$é naprezet stycznych w plaszezyznie EDF
mamy wypadkowg ich dQ:

dQ =1,b.dx. (d)

Poniewaz badana czg$¢ plasterka jest w rownowadze, zatem Na+dQ——N; =01 po
wykorzystaniu (b), (¢) i (d) otrzymujemy

— dM!I Si'Z) . ng':) (5 18)

S J, o

albowiem wedtug (5.2) pochodna dM, /dx = T.
Zbadajmy dla przyktadu przekrdj prostokatny (rys. 5.40). Podstawiajac b, = b = const,

() Aby odréznié rzedna z warstwy EDF od wspolrzednej pola dA, te ostatnia oznaczono przej-
Sciowo przez z*.

kB
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J, = blh*[12 oraz

nl2

- 222 P2 b i
SO = [ ztbdzt = (T) = ?('— —22) @)

otrzymujemy z zalezno$ci (5.18) nastgpujacy wynik:

7, = (3T/2bh) [1 —(2z/)?] = (B1¢[2) [1 = (2z/1)?], (f)
gdzie 1, = T/bh jest $rednia wartoscia 7, okre$lona z (5.17). Jak widac, zalezno$¢ 1. od z
jest paraboliczna (rys. 5.40c), naprezenie Tpax = 1,574 wystepuje we wloknach warstwy

i
.B
LA AA b

bidiy i
D

2>

e b —» le— b —

Rys. 5.40. Okreslenie 7. w belce o przekroju prostokatnym

obojetnej (z = 0). We wtdknach skrajnych (z = £#4/2) mamy r. = 0iy = 0, co zgadza sig
z do$wiadczeniem (rys. 5.37). Wida¢ réwniez, ze wypadkowa sit 7,dA4 = 7. bdz jest

+h/2
[rda= [ Gru/2[1-Qz/h)?*1bdz = (Bryi2) bQ2h3),
A —h/2

a wiec jest ona rowna 1, b = 1, A = T, jak by¢ musi.
Podobnie dla przekroju kolowego (rys. 5.4la) wyznaczamy

S = d3sindaf12, J,=mwd*/64, b.=dsina,

(1)

() Moment statyczny elementarnego paska b¥ dz jest b¥z* dz*, a moment S;,:) calego pola
powyzej linii EF
df2
S — ’ p¥ox qz*
¥y o -

Wprowadzajac kat a* jako nowa zmienna, mamy
bY — dsina*, z* = (df2)cos x*, dz* = —(d/2)sin ~* da*,
Dolna granica calkowania jest a* = «, gérna «* = 0. W wyniku

0
8@ = — [(d*/4)sin? a* cos ot dx* = dsin® /12

o
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przy czym polozenie badanej warstwy EF okreslono katem o, a nie wspotrzedna z. Po
podstawieniu do (5.18) mamy

7. = (16T/3rd?) sin’o = (41,,/3)sin2 «, (€3]
gdzie 1, = 4T/rd? = T/A. Jak widag, maksymalne 7. wystepuja w warstwie obojetnej K
(sina =1, z=0) i s3 one "
Tmax = 4T/34 = (4/3) z,,. (h)
Nt
F

Rys. 5.41. Przyklady obliczenia naprezen stycznych

Dla innych widkien przebieg 7. uwidoczniono na rysunku. Z tych przykladéw widad, ze
dla widkien skrajnych wzér (5.18) daje 1, = 0. Wynik ten nie jest przypadkowy. W do-
wolnym przekroju (rys. 5.39), gdy badana warstwa EDF zbliza sie do gérnych skrajnych
wickien, wowczas pole zakreskowane na rys. 5.39b maleje i jego moment S,(f) — 0. Gdy
badana warstwa zbliza si¢ do dolnych skrajnych widkien, wéwezas zakreskowane pole
obejmuje prawie caly przekrdj i wtedy S{” — 0, gdyz o$ Y jest centralna.

W niektérych przypadkach wzor (5.18) ,,udoskonalamy’ uwzgledniajac rzeczywiste kierunki dzia-
lania naprezen 7. Na przyklad w przekroju symetrycznym wzgledem osi z (rys. 5.42a) kierunki 7z dzia-

<y

Rys. 5.42. Uwzglednienie rzeczywistych kierunkéw naprezen t

tajacych w punktach E, D i F przecinaja si¢ w jednym punkcie H. Racjonalnie jest zalozyé, ze linia
dzialania naprezenia w innym punkcie G tejze warstwy przechodzi tez przez punkt H. Przyjmujac
obliczona z (5.18) wartos¢ =, jako prawdziwa dla wszystkich punktow, mozemy wyznaczyé ,,rzeczy-
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wiste” naprezenie. Na przyktad dla punktéw F i G mamy

Ty = 1./cos By, Te = 7[0S fig . (i)

W przekroju kolowym (rys. 5.42b), gdzie fr = 90° —a, wzor (i) przy wykorzystaniu wyniku (g) daje
7 = (471, /3)sin & . (j)

Gdy kontur przekroju nie ma ostrych narozy, korekta wedtug wzoru (i) daje wyniki blizsze rzeczywi-
stosci niz wzor (5.18) (blad rzedu 6%).

Istnienie naprezen 7. w plaszczyznach rownoleglych do warstwy obojetnej nie jest
fikcja, lecz stanowi przejaw fizycznych wigzow. Mozna si¢ o tym przekonac, porownujac
obrazy odksztalcen: pierwotnej belki (rys. 5.43a) i tejze belki po rozcigciu jej w plaszczyznie
CED (rys. 5.43b). Kazda z czeci tej drugiej belki zgina sie niezaleznie (pomijajac tarcie).
W kazdej z nich gérne widkna sa rozciagane, a dolne sciskane. W miejscu rozcigcia $ciskana
warstwa CE'D’ gbrnej czgéci $lizga sie po rozciaganej warstwie CE” D" dolnej czesci.
Tego zjawiska nie ma w pierwotnej belce, dzieki czemu jest ona znacznie sztywniejsza,
a naprezenia w niej mmiejsze niz w przypadku belki rozcigte;j.

a) b)

warstwa obojetna p
b m

warstwa obgjetna [
/

Rys. 5.43. Wplyw usuniecia wiezdw miedzyplaszczyznowych na odksztalcenia przy poprzecznym
zginaniu

Podsumowujgc stwierdzamy, ze w belkach o przekroju zwartym (koto, prostokat itd.)
strefa maksymalnych naprezen stycznych znajduje sie w $rodkowej czesci przekroju,
a warto$é T, jest rzedu 1, = T/A. Inna jest sytuacja, gdy przekrdj jest cienkoscienny
(rys. 3.22). Okredlenie naprezen t wigze sie tu z szeregiem innych zagadnien rozpatrzonych
w rozdz. 13.

Zadania

1. Belka (rys. 5.20), w ktérej ¢; = ¢> = 1 m, [, = 4 m, ¢ = 2 kN/m, ma przekroj teowy (rys. 5.35).
Biorac wyniki zadania 8 (art. 5.5) wyznaczy¢ 6. w niebezpiecznych przekrojach.

Odp. Wedtug rys. 5.20d niebezpieczny moze byé przekrdj nad podpora, gdzie M, = —qcif2 =
= —10® Nm, badz przekrdj srodkowy, gdzie M, = (q/2/8) —(gc?/2) = 3-10° N m. Oznaczajac ap
i o naprezenia we wtoknach D1 B mamy w przekroju nad podpora ap = 22,7 MPa, 65 = —6,8 MPa,
a w przekroju srodkowym o, = —68,1 MPa, ¢g; = 20,4 MPa.

2. Belka (rys. 5.10) jest rura o zewnetrznej $rednicy d- = 10 cm. Dobra¢ wewngtizna Srednicg
dy, aby o, << k = 100 MPa.
Odp. Niebezpieczny jest przekredj D, gdzie M, = 3 kN m. Przy 0. = k niezbedny wskaznik W, =
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= M,k = 30-10-° m> = 30 cm®. Poniewaz W, = (zd’/32) [l —(d,./d.)"], zatem 1—(d,/d.)* = 0,307
i dy/d- = 0,913 oraz d,, <~ 9,13 cm, na przyklad d,, = 9,1 cm.

3. Jaki jest promien ¢ krzywizny warstwy obojetnej w przekrojach A, D, F belki z zadania po-
przedniego, jesli £ = 2,0-10° MPa? 2,0+¢""

Odp. Moment bezwladnosciJ, = W, d./2 = 150 cm* = 150-10-% m*, sztywnos¢ EJ, — #9-10'* -
% 150-107% = 3,0-10° Nm?. Z wzoru (5.16) 0 = EJ,/M, i biorac dane z rys. 5.10 mamy o, = oo,
op = 3,0-10°/3-10° = 100 m, g5 = —150 m. Odpowiedz ¢ > 0 oznacza wypuklos¢ do dohu, 00
wypuklos¢ do gory.

4. Belka (rys. 5.14) o wymiarach ¢« = 4 m, / = 6 m jest dwutedwka (rys. 4.6a). Biorac wyniki
zadania 3 (art. 4.1) okresli¢ moment M;‘, aby naprezenie g, <~ & = 160 MPa.

Odp. Wskaznik W, = 337 cm?; stad (M,)eps, = kW, = 5,40-10* N.m, Przy danych a i / jest
(My)eksie = M ajl = 2M 343, skad M} = 1,5 (M,)os = 1,5-5,40-10* = £24.10* N m,

5. Belka (rys. 5.6), w ktorej a = 2 m, b = 1 m, P = 24 kN, ma przekrdj prostokatny (& = 18 cm,
= 3 cm). Wyznaczy¢ o, i T,

Odp. Niebezpieczny przekroj lezy tuz na prawo od,punktu E, bo M, = (M), = 16 kN m,
a jednoczesnie dziata tam wigksza sita tnaca T = 16 kN. Z wzoru (5.15) g, = L98.8 MPa, z (5.17)
Ty = T[4 = 2,96 MPa, a z wzoru (f) 7n,, = 1,57, = 4,44 MPa. Jak wida¢, 7,.,, jest wielokrotnie
mniejsze (okolo 22 razy) od o..

6. Belka (rys. 5.43a) o przekroju prostokatnym sklejona jest z dwoch drewnianych listew, kazda
o wymiarach 6, =4 cm i /i, = 3 cm. Obliczy¢ naprezenia w kleju, jesli P = 3 kN.

Odp. Po sklejeniu mamy belkg o wymiarach b = b, =4 cmih = 24, = 6 cm. Naprezenia w kleju
T: = Tmax = 1,5 75c = 1,5-3000/(4:6-10-*) = 1,88 MPa, gdyz powierzchnia sklejenia pokrywa sie
z warstwa obojetna belki. Pomimo tak matej wartosci, naprezenia te moga decydowaé o bezpieczenstwie
gdyz wytrzymatos¢ kleju na $cinanie nie jest duza (rzedu 10 MPa).

7. Obliczy¢ wartos¢ 7. dla przekroju trojkatnego (rys. 5.41b).

Odp. 7. = (12T/h1>) [(211/3) —z] [(M)3) -+ 2], Tmax = 1,57 dla z = hj6.

8. Wykorzystujac zasade symetrii naprezen stycznych, okreslié rzeczywiste naprezenia t w pun-
ktach G i H przekroju (rys. 5.39b).

Odp. Zero. Patrz badanie v przy skrecaniu (rys. 3.15).

9. Wykorzystujac wynik zadania 7 okresli¢c napre¢zenia 7, w punkcie F przekroju (rys. 5.41b)
z korekta uwzgledniajaca rzeczywisty kierunek 7. Przyja¢ b =/h = 9cm, z = [,5 cm, 7 =10 kN.

Odp. 1. = 3,7 MPa. Postepujac jak podano na rys. 5,42a, mamy tg = b/2h — 0,500, cos f§ =
= 0,896 i wedlug wzoru (i) 7 ~ 4,1 MPa.

10. Jaki jest sens fizyczny wyrazenia (TS;:)/J,.)?

Odp. Jest to roznica wypadkowych sit N i N, dzialajacych w przekrojach odleglych o Ax = 1 cm
(rys. 5.39¢), gdyz wzér (5.18) jest bilansem sil, w ktérym 7. b. jest wypadkowa srednich naprezen .
dzialajacych na pole o szerokosci b. i diugosci Ax = 1 cm, a wypadkowa ta musi by¢ réwna N;—Na.

11. W przekroju (rys. 5.39) zwiekszono dwukrotnie: a) wszystkie wymiary, b) tylko rzedne, ¢) tyl-
ko odcigte. Jak zmienia si¢ wartosci 7. w odpowiadajacych sobie punktach?

Odp. a) zmaleja czterokrotnie, b) i ¢) zmaleja dwukrotnie.

5.7. Zastosowania teorii

Jak wspomniano, zaleznosci sformutowane w art. 5.6 sa przyblizone, wobec czego
istotna jest kwestia ich doktadnosci. Wyjasnienie tego daje poréwnanie z wynikami teorii
sprezystosci.

Dokladno$¢ wzoru (5.14) okreflajacego naprezenia o zalezy od przebiegua sily tnacej.
I tak, jedli sita tnaca jest stala (rys. 5.36), to wzdr (5.14) jest Scisty. Jesli sita tnaca zmienia
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sie W sposob ciagly, jak na rys. 5.7, 5.11 itp., to roznica miedzy wzgrem_ (5.1.4) a wynikanrli
Scistymi jest rzedu (h/1)2, gdzie h — gabarytowy wymiar w plaszczyznie zginania, { ™ dtugosé
belki. Gdy:sita tnaca zmienia si¢ skokami (rys. 5.6, 5.10 i in.), réznice te w otoczeniu slfo.ku
sily T sa rzedu (h/I). Tak wige gdy w belce (rys. 5.7) hj/l = 0,1, wé\fvczas b}.acd wartgsm o
okreslonej z wzoru (5.14) jest rzedu 19, jesli jednak ta sama belka jest 0b01q20nq, jak na
rys. 5.6, to w otoczeniu punktu E blad wzoru (5.14) jest rzedu 10%. W tym dru'g'lm ,przyj
padku strefa takich odchylek jest nieduza i obejmuje odcinek belki o dlugosci réwnej

w przyblizenin wymiarowi /i.

Rys. 5.44. Stosowalno$¢ teorii zginania poprzecznego

Powyzsze informacje odpowiadaja rozwigzaniom konstrukeyjnym, w ktérych obcia-
zenia wprowadzono przez odpowiednie elementy na caly przekrdj belki (rys. 5.44a). Inna
jest sytuacja, gdy obciazenia stanowig ciénienia kontaktowe od kot tocznych (rys. 5.44b).
Wystepujace tu odchylki sg zupelnie innego rzedu 1 obejmuja zakreskowan'y na rysunku
obszar o dtugosci a ~ h. Podobne znaczne odchytki mamy przy innych wariantach wpro-
wadzenia sil (rys. 5.44c), momentéw skupionych (rys. 5.45a), badz karbach (rlys. 5.45b.).
Wezmy dla przyktadu wprowadzenie momentu M* = Pb (rys. 5.45a). Zgodnie z teoria

b)
Mg =
B

Rys. 5.45. Inne przypadki ograniczenia stosowalnosci teorii zginania

(art. 5.5) moment ten w przekroju m-m nalezaloby zrealizowa¢ pod postaciag naprezen
o = —M#* z/J,. Wprowadzenie jego za posrednictwem oku¢ jako pary sit P .zakhica teore'-
tyczny rozklad o. Jest to zagadnienie podobne do rozpatrzonego w art. 2..1 i podobna tez
jest odpowiedz. Wykorzystujac mianowicie zasade de Saint-Venanta powiemy, z€ w p.rze’-
kroju n-n obydwa obciazenia M* i para sit P dadza praktycznie ten sam rozklad naprezen,



122 S. Zginanie proste
oile tylko M* = Ph. Dla belek o przekroju zwartym odlegtos¢ a, na ktérej wystapia znaczne
odchytki, jest

axh. . (a)

Podobny rezultat mamy w przypadku rys. 5.44c, dla karbu natomiast odleglo$¢ a uza-
lezniamy od jego wysokosci. W odréznieniu od tego fagodna zmiennos$¢ przekroju nie
powoduje duzych odchyltek. Dla takich belek mozna z techniczna doktadnoscia (43%)
oblicza¢ naprezenia normalne z wzoréw (5.14) wstawiajac tylko odpowiadajace danemu
przekrojowi wielkosci J, badz W,.

W poréwnaniu ze wzglednie duza dokiadnoscia wzoru (5.14), dokladno$é¢ wzoru (5.18)
okreslajacego naprezenia styczne jest na 0g6t gorsza. Wyjatek stanowi przekrdj prosto-
katny, dla ktérego wynik (f) jest $cisty, o ile tylko b < . W innych przekrojach zwartych
réznice migdzy rzeczywistymi wartosciami T a obliczonymi z wzoru (5.18) sa z reguly
kilkanascie procent, a bywaja sytuacje, gdy sa one stuprocentowe (zadanie $ art. 5.6).
Rowniez niewielkie zmiany ksztaltu, np. fagodna zbiezno$¢ belki, powoduja radykalne
zmiany w rozkladzie naprezed stycznych. Z tych powoddw czesto zadowalamy si¢ zgrubnym
oszacowaniem warto$ci'”’ naprezefi stycznych wedlug wzoru (5.17). Na takie podejscie
wplywa réwniez to, ze warto$é t,,, jest na ogdt mata w poréwnaniu z o.. W miejscu na
przyktad zamocowania belki wspornikowej (rys. 5.43) o przekroju prostokatnym mamy
Tmax = 3P[2bh, 6, = 6PI/bh%, a stosunek

Tax/ O = hj4l, (b)

Podobny rzad wielkosci otrzymujemy i dla innych przekrojéw zwartych. Wynika stad, ze
naprezenia styczne mogg mie¢ istotny wplyw tylko w belkach krétkich, natomiast w ty-
powych zagadnieniach, gdy /# < I, sa one praktycznie bez znaczenia.

To ostatnie spostrzezenie wykorzystujemy do oceny bezpieczeristwa przy zginaniu
poprzeeznym, badajac tylko ekstremalne naprezenia normalne. Dodatkowym uzasadnie-
niem jest to, ze we wldknach skrajnych, w ktorych dziata o, mamy naprezenia t = 0.
W typowych zatem zagadnieniach warunek bezpieczenstwa przy zginaniu czystym lub
poprzecznym wyraza si¢ zaleznosciami

S M R., . T - ‘
g, = ;l(iv) ig kr = =5 O | = |— MJ(/_,\,) \<\ kc = 5" Ry (519)
Wy Moy | VVV Hee

gdzie k,, R,,, n., — dopuszczalne naprezenie, granica plastyczno$ei oraz wspolczynnik
bezpieczenstwa przy rozciaganiu, a ke, Rec, 1o takiez wielkoscei przy S$ciskaniu,

Dla materialéw majacych R,, = R,, (stal, dural) jest logiczne, aby wspdtezynniki n,, i Hee
byly réwne. W belkach z takich materialdw $rodek cigzkodei przekroju powinien znajdo-
wacé si¢ w potowie jego wysokosci. Inna jest sytuacja dla materialéw takich jak zeliwo,
gdy R.. > R.,ik. > k,. Racjonalne wykorzystanie materiatu jest wtedy, gdy jednoczeénie

o, =k,, | a;" = ffpe (c)
Z rysunku 5.30a widad, ze postulat (c) jest spetniony, gdy z, /k, = z,/k,, czyli gdy odlegtosci
skrajnych wiokien sa proporcjonalne do odpowiednich naprezen dopuszczalnych.

W 7 wylaczeniem przekrojow cienkosciennych (rozdz. 13).
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Z uwagi na ekonomis cigzaru belki celowy jest taki ksztalt przekroju, w ktéryn} przy
malym zuzyciu materialu otrzymujemy duzy wskaznik W,. Jak wida¢ Z.rys. 5.30 1 5:31,
najcenniejsza czescia przekroju jest material w otoczeniu widkien sk.rajnyc.h,. albowiem
jest on nalezycie wykorzystany (0. ~ k, lub |a;'| = k) 1 jednoczesnie najbardziej efekty'wny
“w przeniesieniu momentu gnacego (duza odlegtosé z). W przeciwienistwie do tf:go w}.okn'a
srodkowe sa martwe (o & 0) i nieefektywne (z =~ 0). Uwzglednienie tych faktow znajc.luJe
odbicie w belkach dwuteowych lub ceowych (rys. 5.46a), w kidrych pasy stanowiace

Rys. 5.46. Racjonalne postacie przekrojow belek

duza cze$¢ przekroju sg oddalone od warstwy obojetnej. Takie profile, z uwagi na ich
rozpowszechnienie, sa znormalizowane™ w tablicach, w ktérych poza wymiarami podane
sa tez wartosci J, 1 W,

Ideatem bylby przekrdj, w ktérym cate pole A dziclitoby si¢ 11a dwa pasy 4; = A/2, a udziat éci.at}-
ki laczacej pasy bylby pomijalny (rys. 5.46b). Uwazajac, ze poli pasdw sa skupione w sr'odkach cigz-
kosci 1 przyjmujac i = A" mamy J, = 2 (A4/2) (h/2)? = Ah?/4, a wskainik wytrzymatesci

(W)')idealne s Ah/2 . (d)

Warto$¢ ta moze stanowi¢ poréwnawczy wzorzec do oceny ji kosci danego przekroju. Dla prostokata
na przyktad (W))igcaiee = D1?/2, a tzeczywista warto$¢ W, = bh?/6. Ich stosunek

Ny :Wy/(Wy)idenlne ¥ 0:33
stanowi miar¢ jako$ci. Podobnie dla przekroju kotowego pelnego
ty = Wil(Wy)ideatne = (7d>[32)/[(md?[4) (dj2)] = 0,25 .

W pordéwnaniu z takimi przekrojami znormalizowane profile dwuteowe i ceowe sa zdecydowanie lepsze,
albowiem dla nich

(’]}‘)dwu(eownika =% 05641 (77)')ceéwki 3 0’60 o

Podana miara #, jakosci przekroju, tj.
2y = 2W,y[Ah (e)

odpowiada zginaniu w plaszczyznie xz. Jesli zgiecie zachodzi w plaszczyznie .\'):,, to osia obojelna be-
dzie 0§ z, a o naprezeniach ekstremalnych decydowaé beda wskazniki Woi W

W.=Jlinl, W =Tyl (f)

(' W normach panstwowych, jak PNH-93403, PNH-93407 dla profili stalowych, oraz normach
fabrycznych dla profili specjalnych,
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gdzie y,, y» — odpowiednie ekstremalne odlegtosci wtokien od osi z. Miarg jakosci przekroju bedzie
wtedy

5. = 2W._[Ab, (2

gdzie b — gabarytowy pomiar przekroju w kierunku osi y. Interesujace jest, ze wartosé 1= dla profili

dwuteowych i ceowych jest mata (rzedu 0,17--0,20) i profile te wyraznie sa gorsze od innych, jak np..

przekroju kotowego.

Zagadnienia nietypowe, gdy napreZenia styczne stanowia miernik bezpieczeristwa,
nalezg do jednego z dwdch wariantéw. Pierwszy wystepuje, gdy dtugosé belki 7 jest tego
samego rzedu co i gabarytowy wymiar /i. Technicznym przyktadem tego sa polaczenia
nitowe i pasowane sworznie (rys. 5.47a). Zakladajac dla prostoty, ze naciski uszu na sworzen:
sa rownomiernie roztozone, otrzymujemy obraz obcigzeri sworznia i przebieg sit tnacych

a) b)

o1 — i [
D S ' :__j_ * 4
o =
m = m £ N 2
—— ! _!.
qﬁ—’; - _'/i T
1
tj Q1=2_57

Rys. 5.47. Analiza pracy polaczenia sworzniowego

oraz momentow gnacych wediug rys. 5.47b. W $wietle tego, co powiedziano o skutkach
réznych sposobow wprowadzenia obciazen, jest rzecza jasna, ze wyniki otrzymane z wzo-
row (5.14) i (5.18) sa tu niezgodne z rzeczywistoscig. Jakiekolwiek uscislanie analizy teore-
tycznej jest ponadto beznadziejne, z uwagi na szereg czynnikéw o charakterze przypadko-
wym, np. dokladnos¢ pasowania, wplyw tarcia itp. W tej sytuacji obliczona dla przekroju
m-m wartos¢ o,., a dla przekroju n-n warto$é t..:

0. =P(28,+6,)/8W,. 1, =P[24, (h)

maja jedynie charakter wzglednego miernika, stuzacego do poréwnania danego pola-
czenia z innymi udanymi konstrukcjami. Taki sposéb jest szeroko stosowany w czgsciach
maszyn. Wykorzystujac istniejacy zaséb do$wiadczenia, ustala si¢ z wzoréw (h) nieprze-
kraczalne wartosci o, badZ 7, jako ,naprezenia dopuszczalne” gwarantujgce bezpie-
czenstwo. Takie ,,naprezenia dopuszczalne” nie maja zadnego uzasadnienia naukowego,
lecz sg praktyczna recepta, ktérej stosowalno$é podlega wielu ograniczeniom, jak: rodzaj
materiatu, proporcie geometryczne, rodzaj maszyny.

Drugi wariant nietypowych zagadnien wystepuje, gdy wytrzymato$é materiatu belki
na Scinanie jest mafa. Takim materiatem jest na przyklad drewno. Wykonana z niego
krotka belka (rys. 5.43a) moze ulec zniszczeniu przez poslizg w warstwie obojetnej. W takich
przypadkach konieczne jest poréwnanie wartosci 7,,, 7 wytrzymaltoscia materiatu na $cina-
nie i upewnienie si¢ o istnieniu dostatecznego wspétczynnika bezpieczeristwa.
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5.8. Linia ugigcia belki

W wielu zagadnieniach ocena bezpieczenistwa wedtug wzoru (5.1?) musi byc L}zupe}-
niona okreéleniem odksztalcent (przemieszezeni) belki. Ich wartos¢ bowlem moze w réownym
stopniu co i bezpieczenistwo decydowaé o przydatnoéci konstrukeji.

Wyznaczenie przemieszczen rozpoczniemy
od okreslenia postaci odksztalconej osi
AB'C’ belki zginanej w plaszczyznie rysu-
nku (rys. 5.48). O§ ta, jak wiemy, pokrywa
siec z warstwa obojgtna, wobec czego jej
krzywizna 1/o wedlug wzoru (5.16)

1o =Mx)/EJ,,

e Mg A
jest zwiazana z lokalng wartoscia M ,(x) mo- T | My=
mentu gnacego. Obierajac jako o$ odcigtych J@l H|‘| rm‘,-l'i AR
ol o : —
v |

wi

nieodksztalcona o$ belki, widzimy, Ze posta¢

odksztalconej osi, tzw. linia ugiecia, bedzie

A R PX[?{"i) T Plz
znana, jesli wyznaczymy rzedne ie(x) tej osi. I | i
Z geometrii rézniczkowej wiemy, z¢ krzywizna ] ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ i ‘ ‘
1/o linii w(x) wyraza si¢ wzorem 0 =] =
Lo = w'j(1+w'2)*"? w 1
i po podstawieniu do poprzedniej zaleznosci 3EJy
mamy réownanie a il
c X
w' M, (x) = oy i
A+w?2)32 = ST (a) Rys. 5.48. Okreslenie ugie¢ belki
4 y

wiazace w formie rézniczkowej poszukiwana funkcje w(x) z obciajenien.x wyrazonym
przez M (x) i sztywnoscig belki EJ,. Ta ostatnia moze by¢ stata lub szf':nna.

W ogromnej wigkszo$ci zagadnien technicznych rzedne w(x), tzyv. ugrgcra, sq ba1:dzo
male w poréwnaniu z dtugoscia belki, wobec czego mate sa tez katy ugiqcia #. Dla takiego
przypadku, tzw. mafych ugieé, mozna w réwnaniu (a) poming¢ czrlon w2 w stosunku do
jednosci. Dzigki temu réwnanie to przybiera uproszczong postac
v Myl (5.20)

EJ,
Zgodnie przy tym z umowa, wprowadzong w art. 5.2, moment M (x) uwazamy za dodatni,
gdy wywoluje on naprezenia $ciskajace w gornej czesei belki (rys. 5..5). Z takg sama do-
kladnoscia jak powyzej napiszemy, ze kat ugigcia (mierzony w radianach)
P tgd=w'. (5.21)

W

Samo wyznaczenie w (x) sprowadza si¢ do dwukrotnego scatkowania stronami réwnania'
(5.20), bedacego najprostszym réwnaniem rozniczkowym drugiego rzedu. Z matematylfl
wiadomo, ze w wyniku calkowania otrzymujemy funkcj¢ w(x) obarczong dowolna funkcja
liniowa Cx+ D, gdzie state catkowania C i D musza by¢ okreSlone z waru.nkéw erf,:lgo-
wych (podporowych). Nalezy tu rozrézni¢ dwa warianty. W pierwszym z nich, gdy w''(x)
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okreslone jest na calej belce jedna tylko funkcja x, stale Ci D wyznaczamy z warunkéw
unieruchomienia belki jako catodei. I tak dla przypadku (rys. 5.48), gdy EJ, = const,
mamy w utwierdzonym przekroju 4 (x = 0)

Wi0=0 oraz (W), =0, (5.22)
gdyZ przekrdj ten nie ulega ani przesunieciu, ani obrotowi. Jeéli bowiem poming¢ odksztal-

cenia od naprezen stycznych (rys. 5.37), to przékroje poprzeczne zostaja prostopadte
do odksztalconej osi.

Podobnie dla belki dwupodporowej (rys. 5.7) mamy dwa warunki
(Wy—0=0 '« oraz (W), =0, (5.23)
wystarczajace do okredlenia dwéch stalych C i D.

W wariancie drugim, jak na rys. 5.10, gdy w"(x) okreslone jest w kolejnych odcinkach
AD, DE, ... belki réznymi funkcjami w} (x), w5 (x), ..., calkowanie réwnania (5.20) daje
odpowiednio rézne wyrazenia

Wi(x)+Cy, wi(x)+Cs, ooy Wwy(x)+Cyx +Dy, wa(x)+Cox+Ds, ... (b)
z roznymi stalymi catkowania C,, D, C3, D, ... Do wyznaczenia tych stalych mamy,
Jak poprzednio, dwa warunki typu (5.23), a ponadto w miejscach styku D, E, ... kolejnych
odcinkdow, tzw. warunki cigglosci. Te ostatnic wyrazaja fakt, ze w miejscu styku odpo-
wiednie galezie linii ugigcia maja wspdlng rz¢dng i wspdlng styczna, gdyz w'’ ma wszedzie
warto$¢ skonczona i pochodna 1" nie moze mieé przeskokéw. Tak na przykiad w prze-
kroju D, tj. x = a;, mamy
wila)+Cq = wi(a)+C,, wi(a)+Cia +Dy =wy(a))+Cyra, +D,, (©)
1podobnie w pozostatych przekrojach Ei F. Eatwo sprawdzi¢, ze liczba warunkdéw cigglosci
tacznie z warunkami typu (5.23) lub (5.22) jest réwna liczbie szukanych stalych catkowania.

a) po odksztatceniu b)
przed odksztatceniem /

Z . ,_._41- =
/B,ijj”#
A = | Al=0

J——

Rys. 5.49. Uproszczony obraz przemieszczen punktéw belki

Poniewaz rzedne 1w(x) sa z zaloZenia mate, zatem z doktadnoscia do malych wyzszego
rzedu mozna przyjac, ze calkowite przemieszczenia BB, CC’, ... punktéw B, C osi sa
prostopadle™’ do pierwotnej osi 4BC (rys. 5.49a). Takie same przemieszczenia jak punkty

) Dlugosé s odksztatconej osi AB'C’, jako lezacej w warstwie obojetnej, jest rowna dlugosci pier-
wotnej /. Rzut linii AB’C’ na o0$ x jest nieco krotszy niz /i wynosi /; = _f ds cos ¥, a przesuniecie Al =
= I—1,. Zauwazmy (rys. 5.49b), ze dscos @ =~ ds (1—=?/2)] ~ ds[1—(w'?/2)]. Z taka sama wiec
doktadnoscia, jak przy formulowaniu (5.20), mozna napisaé¢ dscos 9 ~ ds, a wtedy fds cos ¥ =

= f ds =171 Al = 0. To samo mozna udowodni¢ dla dowolnego punktu B osi belki.
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osi majg punkty warstwy obojetnej, ktéra przy zgigeiu belki w plaszczyznie rysunku jest
do tej plaszczyzny prostopadta. Inne sa natomiast przemieszczenia punktow lezacych pozat
warstwa obojetna jak punkt D (rys. 5.49b). Pomijajac wplyw naprezen stycznyc‘h., czyli
zakladajac, 7e przekroje zostaja do osi belki prostopadte, widzimy, ze przemieszczenic DD’
punktu D ma sktadowa pionowa DD" i poziomg D"D’

DD =w4zcostt—z~w, D'D' = —:zsindrx —zitx —zw'. (5.24)

Powyzsze rozumowanie dowodzi, ze znajomos¢ linii ugigcia wystarcza przy pewnych
uzasadnionych uproszezeniach do okreslenia przemieszczen wszystkich punkto’vY belki.
7 tego powodu badanie przemieszczedn w belkach ograniczamy do samej tylko
linii ugigcia.

Zadania

1. Wyznaczyé linie ugiecia pryzmatycznej belki (rys. 5.48) o przekroju koiolw%/m. Okresli¢c ek-
stremalny kat ugiecia ¢, i ekstremalne ugiccie lwt,; ff, tzw. strzalke ugigcia. Przyjaé, ze P = 10 kN
I=1m, E=2-10° MPa, a dopuszczalne naprezenie k, = k. = 100 MPa.

Rozwigzanie. Moment gnacy okreslony jest jedna tylko funkcja

M,=P(—x) O<x<l/)

i ma wartoéé¢ dodatnia. Wstawiajac to wyrazenie do (5.20) i calkujac stronami (przy EJ, = const) ma-
my w wyniku

w = [ wdx+C = [ [P U—x)/EJ,) dx+C = (PIET) Ix~(x*2)]+C.
Calkujac podobnie powyzsze wyrazenie otrzymujemy
w= [ wdx+D = (P/EJ,) [(Ix*/2)—(x*/6)]+Cx+D.
State catkowania wyznaczamy z warunkoéw (5.22), stad
C=0, D=0,
i w rezultacie mamy poszukiwany kat ¥ oraz ugiecie w

Px 21—x)
2FEJT,

0 = P23l x) . (d)

4 e 6EJ,

3

Ich przebieg (w duzej skali) podaje rysunek. Wida¢, ze & i w sa na calej dtugosci belki dodatnie, co.
zgadza sie z intuicja. Ekstremalny kat ¢, i ekstremalne ’wc = f wystepuja na swobodnym koncu belki
(x =101 sa

Il

Seidon Bt i (5.25)
2E7, ‘

3EJ,

e

Przy podanych wartosciach liczbowych mamy (M)es = 10 KN m. Z wazrunku (5.19? 1 W, = =d?/32
otrzymujemy $rednice 4 = 10 cm, skad EJ, = = Ed*/64 = 0,98-10° N m?2, a z wzoréw (5.25)
4+ 3
10012 51.10-2 rad ~0,29°, f=—20"1" _ 034.10-2 m = 0,34 em.
© = Froggaee - OPNIOT OB ST o Tos
Jak widaé, (/) jest tu rzedu 1/300. W praktyce wartosci (f/I) w zaleznosci od przeznaczenia sa rzedu
10-2=10-° (te ostatnie w urzadzeniach pomiarowych).
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2. Wyznaczy¢ lini¢ ugi¢cia pryzmatycznej belki (rys. 5.50) i wielko$é katéow @, i #p na podporach
oraz strzatke ugiecia f. -
Odp. Mamy tu znowu pierwszy wariant catlkowania (5.20), gdyz

M, (x) = Max/l

Jjest okreslony tylko jedna funkcja, a EJ, = const. Po kolejnym scatkowaniu (5.20) jak poprzednio
mamy \

W = (MYx22IEI)+C, w = (M}x[6IEJ)+Cx+D.

q
v _ MBx3-12) - _H_ULUL_.._
T T BERT I __ | 8 x
Xc—j{j}, y P L_—X_h l .._
W [ | [ L>e X
wh W=_M3*X!(fz")( 2) C) MB*
/ BLET, i—x—j N
T ,we"' ' ! / - y—‘—‘— ;A e S —— il W
=lliil " %
| | )
!
Rys. 5.50. Rys. 5.51.

Warunki podporowe sa tym razem typu (5.23), skad obliczamy D =01 C = — M3 [6FET,. W rezultacie
mamy

, Myl | My x* My x
G=w = —Mpl My X = — AUa s me_ oy
6EJ, " 2EL, 1 eies, &) ©
Wykresy ¢ i w podaje (w duzej skali) rysunek. Katy ugiecia na podporach sa
Mgl Myl
By =seo = — =L, PJg=py=">22", !
4= @0 = — gy Ba = @e= , (5.26)

przy czym 9, <0 zgadza si¢ z tym, Ze w obranym ukladzie wspolrzednych mamy
) ,_o <0. W tymze ukladzie rzedne w sa tez ujemne. Ekstremalna warto$é |we| odpowiada przekro-
jowi C, w ktérym & = w’ =0, czyli xc = I/)/3 i jest

f=\w.| = M3 I2/9V/3.EJ, ~ M} I]15,1EJ,. (5.27)

3. Dla podanych pryzmatycznych belek (rys. 5.51) wyznaczyé linig ugiecia w (x), strzatke i ek-
stremalny kat ugiecia.
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Odp. Przyklady odpowiadaja pierwszemu wariantowi calkowania.

ke qx(13;42EI;:+x3) b e =3_:‘%, — Oy =By = 2;’;] ;
) e qxz(slzz};;jc+x_2l, = [Weot =;_£”, 0 = — 6‘2"‘, ;
o w22 o, - Mg ML
ARry=pb/l ¥z ARs=Pa/|
X
i X

v

3
|[|!|__@ e ‘@ B X

g
g

“ T

w
Wekstr'\ L ¢ 1 8
! ‘ T i D |“ =5
- i
Wy We :

Rys. 5,52. Analiza ugi¢cia dwupodporowej belki wywolanego sila skupiona

4. Wyznaczyé lini¢ ugiecia pryzmatycznej dwupodporowej belki (rys. 5.52) obciazonej sita sku-
piona. Przedyskutowaé wyniki.
Rozwiazanie. Mamy tu drugi wariant catkowania linii ugiecia, gdyz moment gnacy okreslaja
dwie rdzne funkcje:
w przedziale I (0 < x < a) M,y = Pbx/l,
w przedziale I (a < x <) M,y = (Pbx{l)—P (x—a).

Oznaczajac odpowiednio w; i wy; ugiecia w tych przedzialach mamy z réwnania (5.20)
EJ,w; = Pbx|l, EJ,wy = (Pbx/)—Px+Pa,
a po kolejnych catkowaniach przy EJ, = const
EJ,wy = (Pbx*2)+Cy, EJywy = (Pbx?[2])—(Px2[2)+Pax+C, ,
EJ, wr = (Pbx3|6D)+Cy x+ Dy, EJ, wi = (Pbx?[6])—(Px?[6)+ (Pax?|2)+C; x+ D .
Wykorzystujac warunki ciaglosci w przekroju C (x = a), tzn.
FDsma = Widsear  Wdems = Wir)sea »
oraz warunki podporowe (wps=o =0 i (Wp)z~; = 0 mamy w wyniku cztery réwnania

C1—C, =Pa?2, (Ci—Cj;)a+D,—D,=Pa*/3, D;=0, Cl+D;= —Pal*[3.

9 Wytrzymalo§é materiatéw
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Rozwiazanie tych réwnan daje poszukiwane wartosci stalych

C, = —Pab(I+b)/6l, C,= —Pa2l*+a*/6l, D, =0, D.=Pa’[6,

dzigki czem: mozna wykre$lic przebieg kata # (x) i ugigcia w (x), jak to podaje rysunek (w duzej skali).
Katy ugiecia 9, i &5 na podporach otrzymujemy wstawiajac x = 0 do wzoru na ¥, = w, oraz x = [

do wzoru na ¥,; = w,;. W wyniku mamy

04 = —Pab (I+b)/6IE],, Vg = Pab ({+a)/6IEJ,, (5.28)

przy czym %, jest ujemne, gdyz w obranym uktadzie wspolrzednych (w;)xzo < 0. Ujemne sa tez rzedne
w (x), jak w przekroju C

We = Wisea = (WiDyeo = —Pa?b?[3ET, 1. (5.29)

Dla pelnosci obrazu obliczmy tez strzalke ugiecia f = }we‘ Gdy a > /2, wéwczas w, wystgpuje w prze-
dziale I, tam gdzie w; = 0. Odpowiadajaca temu odcigta x, = V(12 —b2)/3, a warto$é ;i“'f‘\
f=lwl = Pb(>—b**2 |9EJ, 1 V3. ()

tatwo si¢ przekonaé, ze odcieta x, niewicle rozni sie od //2. Nawet gdy b — 0, wowczas x; — l/y@
i x,—(lf2) ~ 0,08/. To powoduje, ze réznica w,—(w). =2 jest tez niewielka i nawet w granicznym przy-
padku®, gdy b >0, wowczas ;we—(w)x':,/z} <2,5% lw..

Spostrzezenie to wykorzystujemy i w innych przypadkach belek dwupodporowych. Jesli miano-
wicie M,(x) nie zmienia znaku na calej dtugosci belki, to z techniczna doktadnoscia

We 7= Wyitl2: (g)
W przypadku szczegdlnym, gdy @ = b = [/2, mamy
—84 = 05 = PI?/16EJ,, f = |w. = PI*/A8EJ,. (5.30)

5. Po belce (rys. 5.52) przesuwa si¢ cigzar P. Jakiemu polozeniu P odpowiada: a) ekstremalna
strzalka, b) ekstremalny kat &7?

Odp. a) obliczajac z wzoru (f) df/db, z warunku dffdb = 0 mamy b = I/2 i fu., = PI*[48EJ,;
b) z rys. 5.52 widaé, ze ekstremalne & jest na podporze B. Z warunku d&p/db = 0, przy czym a = [—
—b, mamy b = I—(l/y/3) i ostatecznic (Yp)max = PI*/9 y/3ET .

6. Dobrac srednice d stalowego watka, ktérego schemat statyczny odpowiada rys. 5.52, aby
ugiccie w przekroju C nie przekraczato 0,5 mm i aby naprezenia byly mniejsze od k, = 100 MPa.
Dane liczbowe: P = 10kN, /[ =1m, a = 0,6 m, E = 2,0-10° MPa.

Odp. Mamy tu niezalezne warunki {wc 0,5 mm i i"vf k.. Z pierwszego przy wykorzystaniu
(5.29) mamy J, = 192 cm*, skad ¢’ = 7,9 cm, z drugiego W, = 24 cm?, skad d’/ = 6,2 cm. Wida¢,
ze postulat sztywnosci jest tu ostrzejszy i d = d’ = 7,9 cm.

7. Podporami watka z zadania 6 sa w rzeczywistosci tozyska kulkowe jednorz¢gdowe (rys. 5.3a):
ktorych luz katowy &, = 0,1°. Czy takie rozwiazanie jest prawidlowe?

Odp. Tak, bo obliczone z wzoréw (5.28) przy J, = 192 cm* katy 9, = 1,46-10~* rad oraz @y =
= 1,66-10-3 rad sa mniejsze niz &,.

8. W belce (rys. 5.52) nie zmieniajac przekroju zwigkszono dwukrotnie wymiary a, b i jednoczes-
nie zmniejszono dwukrotnie site P. Jak zmienia si¢ naprezenia o, ugiecia i katy ugiecia w odpowiadaja-
cych sobie punktach belki pierwotnej i wydtuzonej?

Odp. Naprezenia o te same, ugigcia wzrosna 4 razy, katy — 2 razy.

9. Wykorzystujac wyniki zadania 4 obliczy¢ ugiecie przekroju C i katy ugiecia na podporacl
belki (rys. 5.53).

) Gdy b —0, wowezas (W)i—y;2 = —PI’b/16EJ,, w, -~ —PI*b/9 {/3EJ,.

5.8. Linia ugigcia belki El

Odp. Stosujac zasade superpozycji () rozktadamy zadanie na trzy bedace kopia zadania 4. Z wzo-
réw (5.28) obliczamy kolejno

19;1) = —1,75-102 rad, 19;2) = —1,00-10-3 rad, 19;3) = 0,94:10-3 rad,

a catkowity kat 9, = 79;1)—%'19:2)—1—19;3) = —1,81-10-3 rad =~ —0,104°. Podobnie wyznaczamy ¥z =

= 0,94-10~2 rad = 0,054°. Przy obliczeniu wi"’ stosujemy wzér dla (wiy) s—1/2, gdyz przekrdj C lezy

na prawo od sity P,. Po przeksztalceniach otrzymujemy

W = —P; a,(31*—4a3)/48EJ, = —1,83-10° m = —1,83 mm,

» JLP1=8kN
AV~ yC 5 T
\ 77 S(/ "
wi Z 7 wc(” 727
P=8kN  B=4kN AP;=6kN 4
!l Py=4KN
A 8 A
ety o { R T e e R —— s N
e 1m —! 02 wi? i
e 2m ———>! A
i - P;=6kN
= P
_“%——-H—-—:x—-—-—-lﬁ
EJy = const =405 Nm?2 . 7 ujj Wcm ,ﬁ.

Rys. 5.53. Przyktad zastosowania zasady superpozyciji
gdzie a; = 1 m — odcigta odpowiadajaca sile P,. Przy obliczeniu w(cz) wykorzystujemy wzor (5.30),
a przy okresleniu wS’ bierzemy
W = (wi)s=i/2 = —P3 b3(3/> —4b3)/48EJ, = 1,37 mm ,
gdyz xc = 1/2, a3 = 3 m oraz P; = —6 kN. W wyniku
we = w0+ wP+wd® = —1,83-1,33+1,37 = —1,79 mm,
a wiec wypadkowe ugiecie wc jest do dotu.

10. Wykorzystujac wyniki poprzednich zadan wyznaczy¢ katy ugigcia 94 [ ¢ oraz ugiecie we
belki (rys. 5.54).

Rozwiazanie. Po wprowadzeniu dwoch przeciwnych momentow M} = qI*/2 sprowadzamy za-
danie do superpozycji trzech prostszych. W pierwszym z nich cz¢$¢ 4B zostaje nieodksztalcona, bo

M;”EO, sytuacja za$ czesci BC jest identyczna jak belki (rys. 5.51b), wobec czego z zadania 3 mamy
8 =0, 99 =gl’/6E),, wd = ql*/8EJ,.
Podobnie w drugim przypadku, tj. dziatania M} = g/2/2, wykorzystujemy wyniki zadania 2. Zwazy-
wszy, ze czes¢ BC, w ktorej M = 0, obraca sig jako sztywna calos¢ o kat @5, mamy
9P = qI*1,/12EJ, , IP =9y = ql?l,|6EJT, , W = 9yl = qI’11/6EJ,.

Na koniec w trzecim przypadku, identycznym z podanym na rys. 5.51a, otrzymujemy

19;3) = ql3/24EJ, , 1‘)‘63’ = Oy = ql}24E],, wc = %yl = ql3l[24EJ,,

(1) Réwnanie (5.20) jest liniowe i ma postaé w'’ = f(x), gdzie f(x) = My(x)/EJ,. Jedli na belke

dziataja kolejno obciazenia f1(x) i f2(x), ktorym odpowiadaja ugigcia w; i w,, to ich laczne dziatanie
f(x) = fi(x)+ fo(x) daje ugigcie w = w,+w2, a to jest wlasnie zasada sSuperpozycji.

g*
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a ostateczny wynik po uwzglednieniu zwrotéw jak na rysunkach ] N1 08 . . | B A
A S ! y odcictych. Jak widaé, obydwa te réwnania stang si¢ identyczne, gdy uczynimy

q ()‘) = Mg(x)a EJy =H. (531)

Speienie warunkdw (5.31) nie oznacza jeszcze, ze wielkosci z(x) 1 w(x) sa identyczne.

B4 = OV 4 9D — 99 = (g1 /12E],)—(qI3[24ET,) ,
de = (ql}[24ET,) (483 +457—1),

gdzie & = IjI,. Jak wida¢, w takich zadaniach celowe jest postugiwanie si¢ szkicami odksztalcen belki
odpowiadajacych poszczegolnym obciazeniom sktadowym.

we = (qIt/24EJT,) (3% +46°—8),

2 e

s
-
|
ALY { * }'} {‘ i * IBEERER = Rys. 5.55. Analogia linii ugigcia belki i linii sznurowej
= e e
: [
Aby to osiggnad, tj. aby
3 w(x) = z(x)s
potrzeba dodatkowo (art. 5.4), aby te dwie wiellcosci lub ich pochodne byly sobie rowne dla
dwdch dowolnie wybranych odcigtych x, i x,. Wtedy poszukiwanie analitycznego rozwiazania
rownania (5.20) mozemy zastapi¢ wykresleniem odpowiedniej linii sznurowej.
‘éﬁ’?‘j—‘ ;9)/,, A w? e @ ——f— C—e—C a
g 1}33 5 | P 4 —t EJQ EJy
2 | Q. r ] | St Pa pe—— p=—d = =
gk o ]\ ' . ﬁ iy [ kK =100
5 Mo PSRN RE RN LR ARE R RN i~
| L z E 4 E IE i 2 4 ~.{
_ A m , ! i
4 ZT . 21? I z\ | PA | | 24 v
Rys. 5.54. Przyklad wykorzystania zasady superpozycji A | I J !E" | L
| | Tyt |
= = | ()
11. W belce (rys. 5.20a) ¢, = c, oraz EJ, = const. Przy jakiej wartosci stosunku ¢;/l; = § katy e r=Talf | & &
ugigcia d¢ i ¥p sa rowne zeru? Al [ : ‘ |Jr | | D'K
Odp. Kat |19C| = |19D| = (gI3[24EJ,) (4&3+6£2—1) i z warunku #c = 0 otrzymujemy & = ¢4/l = F[ :~.’..T_'..:JE, “TH
~ 0,366. Wynik ma praktyczne znaczenie w konstrukcji taw przyrzadéw pomiarowych. ¢ g |
0 1 2 3 4
A”
5.9. Wykres§lna metoda wyznaczania linii ugiecia { \ ; T
=
i )
. 3 s ]
Istota tej metody polega na wykorzystaniu podobienstwa réwnania (5.20), opisujacego £t =l | — (il ! ; L
lini¢ ugiecia w przypadku tzw. malych ugieé, do réwnania (5.4) okreslajacego ksztalt 8 on = '
linii sznurowej (rys. 5.55), a mianowicie Rys. 5.56. Wykre$lne wyznaczenie linii ugiecia belki
£ g . r g( ) z 1 4 . dZZ - Q(x) . & . . . . »
réwnanie (5.20): w"(x) = » Tréwnanie (5.4): e g o | Kolejne etapy metody wykreslnej przesledzimy na przyktadzie belki (rys. 5.55) o stalej
sztywnosci EJ, = 8+ 10° Nm?, w ktérej P = 20 kN, @ = 1,5 m, a dtugo$¢ 4B = [ = 5m.
gdzie g(x) jest obcigzeniem ciaglym sznura odniesionym do jednostki diugosci na osi Odpowiedni wykres M (x) utozsamiamy z ,,obciazeniem” ciaglym ¢(x). Umawiamy sig
|
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przy tym, ze M (x) > 0 odpowiada g(x) skierowane do dotu (rys. 5.56). Aby wyznaczyé
ksztalt linii sznurowej, dzielimy belke na przedzialy AC,..., DB i w kazdym z nich wy-
znaczamy warto$S¢ wypadkowej ,,sity” Z,,..., Z, oraz jej polozenie. Tak na przyklad
»Sity” Z, 1 Z, sa

Z; = Pa*[2 =20-10%-1,5%/2 = 2,25-10* Nm?,
Z, = Pac=20-10*-1,5-1 = 3,00-10* Nm?

idziatajg odpowiednio w odleglosciach 2a/3 od punktu 4 i ¢/2 od punktu C. Dla zwickszenia
doktadnosci wynikéw bierzemy przy rysowaniu wieloboku ,,sit” Z,, ..., Z, odlegtos¢ H
réwna pewnej podvielokrotnosci sztywnosci EJ,, np.

H = EJ,/100 = 8-10* Nm?, (a)

w rezultacie czego otrzymujemy boki 7, ..., V. Przenoszac réwnolegle te boki na rysunek
sznura AB otrzymujemy wielobok sznurowy 4'FGHKB', w ktérym A'F||I, FG||II itd.
Na koniec wpisujemy ciagla lini¢ sznurowa 4'C’E’'D’'B’ styczna do wieloboku w punk-
tach 4', C', ..., B', odpowiadajacych podzialowi belki na przedzialy (art. 5.4, rys. 5.24).
Rzedne z tej linii sznurowe] mierzone sa w tej samej skali co i skala belki.

Aby z obrazu linii sznurowej przej$¢ do okreslenia linii ugigcia, musimy jeszcze zapewnié
zgodno$¢ rzednych obydwdch linii w dwdéch przekrojach. W belce (rys. 5.55) ugiecia w(x)
na podporach 4 i B sa réwne zeru, w tych wiec punktach rzedne z(x) tez musza byé
zerowe. Oznacza to, Ze rzgdne z(x) nalezy mierzy¢ nie od osi x, lecz od prostej 4’8’ i na
przyklad w przekroju E rzedna zp; = E”E’ = —1,02 m. Rzedna ta jest ugieciem belki
o sztywnosci, jak obrali$my, 100 razy mniejszej od rzeczywistej. Gdy wracamy do belki
1zeczywistej, wowczas otrzymane ugi¢cia musimy tylez razy zmmniejszyé i w rezultacie

wg = zg/100 = —1,02 c¢m. (b)

Na skutek dowolnosci w obiorze bieguna O (w kierunku pionowym) linia odniesienia 4’'B,
nie jest na og6t réownolegta do linii AB. Aby 1 ten warunek spelnié, mozemy otrzymany
obraz przeksztalcic odmierzajac znalezione rz¢dne od poziomej linii 4”°B’”. Ta dodatkowa
czynno$¢ nie jest na ogdt potrzebna, o ile tylko utozsami¢ myslowo linie 4'B’ z pozioma
linia A”’B"" lub AB.

Z podanego obrazu linii sznurowej mozemy odczytaé réwniez katy ugiecia belki.
Tak na przyklad tangens kata nachylenia linii sznurowej w punkcie B’ jest réwny sto-
sunkowi odcinkow dfe = 0.66. W belce rzeczywistej tangens ten bedzie 100 razy mniejszy,
skad

#g = 0,01d/e = 6,6 -10—3 rad = 0,376°. (c)

Jako drugi przyktad wyznaczymy linig¢ ugigcia wspornikowej belki o przekroju skokowo
zmiennym (rys. 5.57a), w ktérej
EJ, =6,75-10* Nm?, EJ; =2,70-10° Nm?, EJ;"=5,40-10° Nm?,

Postawione zadanie polega na scatkowaniu réwnania (5.20), tj. ' = M (x)/EJ(x),
w ktérym i licznik, i mianownik prawej strony sg funkcjami x. Aby zastosowaé metode
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opisana poprzednio, przeksztalémy to réwnanie, jak nastg¢puje:

o M EJ 1 SR 5.32
W= FiG) B B MY B ] O

gdzie EJ-—dowolnie obrana stala na calej belce sztywno$¢. Dzieki takiemu chwytowi
wyznaczenie linil ugigcia belki o zmiennym przekroju sprowadza si¢ do zbadania linit

a) Fy= 25t P=4KkN
H ; g EJy=4EJy
A B faa o/ £ 9
e - — _'_ -

| Jo= = '17 I___ 7 1 "
> 10cmi= = 175¢cm P =355 E3{=900 Nm?———>

fe—35cm—»+ 35cm— 35¢cm >

| >

0,50kNm~

0,85kNm :
190 kNm

A_B ;
| i
| A
ZT 1 8
Cm| .
l'.'_li ! Z3H
80 E,
2y
A
i
il
g~
L
=} ; l
\ff\ 4

200 400 Nm?

“0 20 40 80 80 00 x om

Rys. 5.57. Wykreslne okreslenie linii ugiecia belki wspornikowej

ugiecia belki o stalej sztywnosci, w ktérej rzedne wykresu M ,(x) sa zmienione w stosunku
EJ/EJ (x), tj.

M,(x) = M (x) WE‘&)— } (d)

W omawianym przykladzie obierzmy EJ = EJ," = 2,70.10° Nm?>. Stosujac wzor (d)
otrzymujemy, ze na odcinku BC rzedne M ,(x) sa EJ/EJ, = 4 razy wigksze niz rzgdne M (x),
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na odcinku CEjest ]T/[-g = Mg(x) i wreszcie na odcinku EF jest AZ(x) = 0,5 M (x). W wy-
niku takiego przeksztalcenia zmodyfikowany wykres M,(x) jest nieciagly (rys. 5.57b).
Tak na przykiad rzedna EE"' wykresu M,(x) na odcinku EF jest

2,70-10°

=0,95 kNm,
adla odcinka CFrzgdna EE" zostaje nie zmieniona. Po tej modyfikacji zagadnienie mozna
juz rozwiaza¢ jak poprzednio. I tak obliczamy najpierw ,,sity” Z,, ..., Z,, np.

_ 0,9542,00

Zy >

kNm-0,35 m = 0,517 kNm? = 517 Nm?,

ktdre umiejscawiamy w rodkach cigzkosci odpowiednich figur. ,,Sity”” te dzialaja w kierunku
do gory, albowiem M,(x) < 0. Kolejno rysujemy wielobok ,sil” (rys. 5.57¢c), w ktérym
dla zwigkszenia dokladnosci przyjeto H = EJ/300 = 900 Nm?2, a nastepnie wielobok
B'GHKLF'. Na koniec wpisujemy, jak poprzednio, ciagly linie sznurowa 4'B'C'D'E'F’.
Aby linia ta przedstawiala ugigcia belki, musimy jeszcze uzgodnié rzedne lub pochodne
obydwdch linii. O linii ugigcia belki wiemy, ze w przekroju F ma rzedna wy = 0 oraz kat
ugiecia 9y ~ (dw/dx); = 0. Na obrazie linii sznurowej oznacza to, Ze jej rzedne musimy
odezytywaé nie od osi x, lecz od prostej 4”'LF’, przechodzacej przez punkt F' (z; = 0)
1 stycznej w tym punkcie do linii sznurowej. Tak na przykltad ugiecie w przekroju A jest
rowne odcinkowi 4’4"’ mierzonemu w skali belki, tj. z, = A’A” = —83 cm. Wynik
powyzszy odpowiada ugieciu belki o 300-krotnie zmniejszonej sztywnos$ci, w belce zatem

IZecZywistej
wy =z,/300 = —0,278 cm.

Podobnie mozemy wyznaczy¢ katy ugigcia belki, np. tangens kata ugiecia swobodnego
kofica 4 jest 4’4" [e = 83/65 = 1,28. W belce rzeczywistej jest on 300-krotnie mniejszy

i wynosi
P4 tgd, = 1,28/300 = 4,25-10—2 rad = 0,24°,

Z przytoczonych przykladéw wida¢ od razu zalety metody wykreslnej w poréwnaniu
z analityczna. Tak na przyklad w belce (rys. 5.57) mamy pie¢ przedzialéw wynikajacych
ze zmiany funkcji My(x) lub zmiany sztywnoéci. Przy calkowaniu réwnania (5.20) otrzy-
mamy 10 stalych calkowania. Wyznaczenie tych statych jest zmudne, a otrzymane wyra-
Zenia ztozone i nieprzejrzyste. Tych ktopotéw unikamy w metodzie wykreslnej. Doktadnosé
tej metody przy umiarkowanej liczbie (4—=38) ,.sil”” Z jest rzedu +2%, co wystarcza w wigk-
szosci zadad. Nie ulega ona zwigkszeniu przy wprowadzeniu wigkszej liczby ,.sit” Z,
gdyz powigksza si¢ wtedy liczba bokdw wieloboku sznurowego, przy ktérych kreéleniu
popelniamy tez bledy.

Zadania

1. Wyznaczyé metoda wykres$ina lini¢ ugiecia belki (rys. 5.50) przyjmujac M} = 5kNm, / = 2 m,
EJ, = 6,75-10° N m2. Okreili¢ (W)iatj» oraz kat d5 i poréwnaé¢ z wynikami analitycznymi.
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2. Wyznaczy¢ metoda wykreslna linie ugiecia belki (rys. 5.54), jesli /; =4m, I =1m, @ =
— 2 kN/m, EJ, = 2-10° Nm?2.

Wskazowka. Z uwagi na charakter wykresu M,(x) podzieli¢ belke na 8 odcinkow, a wykres
M, (x) zastapi¢ tamang. ,,Sity” Z umiescié w srodkach ciezkosci zastgpczych figur (trapezow lub tréj-
katow). Obra¢ H = EJ,/1000, a skalg belki 1:25.

3. W belce (rys. 5.55) podpore A zastapiono podpora podatna (K = 2-10° N/m). Jak zmieni sie
linia ugigcia belki?

Odp. Wykres M,(x) nic zmienia sig, wigc linia sznurowa A’'CED’B’ (rys. 5.56) zostaje ta sama.
Inna bedzie linia odniesienia, bo na podporze 4 mamy przesuniecie do dotu w, = R /K — 1 cm.
Dla rozpatrywanej belki o 100-krotnie mniejszej sztywnosci rzedna (z);.o bedzie 100w, = —1 m i no-
wa linia odniesienia przechodzi przez punkty 4’/ i B’.

4. Belke (rys. 5.57) podparto na przegubowych podporach w przekrojach C i F przykladajac jed-
noczesnie w przekroju F moment M¥ = —4 kN m. Jak zmieni sie linia ugigcia belki?

Odp. Wykres M(x) zostanie bez zmian, bo reakcja podpory Cjest Rc = 0. Linia sznurowa A’B’ ... F’
zostaje bez zmian. Nowa linia odniesienia bedzie prosta C'F’,
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ZLOZONE ZAGADNIENIA ZGINANIA

6.1. Zginanie ukosne

Z artykutu 5.5 wiemy, ze zgigciem uko$nym jest przypadek, gdy plaszczyzqa H » dzia-
lania momentu M, nie pokrywa si¢ z zadng z dwoch gldwnych centralnych (?51’ y 1 z prze-
kroju (rys. 6.1). Przypadek taki sprowadzamy do superpozycji dwéch zgig¢ prostych,
rozkladajac wypadkowy wektor M, na skladowe momenty

M,=M,cosa, M.= M,sina, (a)

ktérych wektory pokrywaja sig z osiami y 1 z. Kazdy z tych momentéw wywotuje zginan.ie
proste, z tym ze przy dzialaniu M, sladem warstwy obojetnej jest 0o$ y, a przy dzialaniu

Rys. 6.1. Rozklad zginania uko$nego na dwa proste

M. — of z. Uwzgledniajac to, mozemy z Wzoru (5.14) okredli¢ dla kazdego z tych przy-

padkéw naprezenia normalne ¢’ i o'’ dzialajace na ten sam element B przekroju. Dosto-
sowujac wzér (5.14) do oznaczen z rys. 6.1 mamy

o'=—-M,z|J,, ¢’ =—-MylJ.. (b)

Przy jednoczesnym dziataniu M, 1 M: naprezenie ¢ w elemencie B jest, zgodnie z za-
sada superpozycji,
M,z M.y

— (6.1a)
¢ 7 J.

i odpowiada dzialaniu wypadkowego momentu M,. Uwzgledniajac ponadto wzér (a)
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mozemy zamiast (6.1a) napisaé
M,zcosa M, ysina

Jy Jz

0= —

(6.1b)

Tak wiec przy zginaniu uko$nym naprezenie o jest liniowa funkcja wspdtrzednych y i z
badanego punktu przekroju. Jesli z kazdego punktu przekroju wystawié prostopadtly

b)

Rys. 6.2. Obraz naprezen przy zginaniu uko$nym i okresleniu punktéw o ekstremalnych naprezeniach

wektor o, to korice tych wektoréw utworza plaszczyzng (rys. 6.2a) przecinajaca plaszczyzne
przekroju wzdtuz prostej ECD. Prosta ta jest sladem warstwy obojetnej, czyli osig obojetng.
Jej réwnanie otrzymujemy wstawiajac ¢ = 0 do wzoru (6.1b), tj.
3= —yitga. 6.2)

J:

Jak wida¢, o$ oboj¢tna przechodzi przez poczatek ukladu, tj. $rodek ciezkosci prze-
kroju. Jesli J, # J., to jej kierunek nie pokrywa si¢ z kierunkiem wektora M, i warstwa
obojetna nie jest prostopadia do plaszczyzny I7,, dziatania momentu M,, lecz jest obrécona
w strong osi gtéwnej odpowiadajacej najmniejszemu momentowi bezwladnosei?? (rys. 6.2b).
W przypadku J, = J, warstwa oboj¢tna zostaje prostopadla do plaszczyzny /{,,. Dla
takiego przekroju kazda o$ centralna jest gtéwna (art. 4.4) i zgiecie zawsze jest proste.

Znajac potozenie osi obojetnej mozemy tatwo okresli¢ ekstremalne wartosci napre-
zen ¢,. Skoro korice wektoréw ¢ tworza plaszczyzne (rys. 6.2a), to warstwice tej plasz-
Czyzny, a wigc linie ¢ = const, sa réwnolegle do osi obojetnej ECD. Im rzedna warstwicy
jest wieksza, tym ta warstwica lezy dalej od linii ECD. Wynika stad, ze punktami prze-
kroju (rys. 6.2b), w ktérych dzialaja o, sa punkty i 2, ktérych odleglo$é od osi obojetnej
jest najwigksza. Wartosci o, otrzymamy wstawiajac do (6.1b) ich wspélrzedne y,, z,
0raz y,, z,, przy czym wspotrzedne te sa wielkosciami algebraicznymi i na przyklad
Y1 >0, 2z, >0, ale y, <01z, <0.

W przekrojach bardziej ztozonych dla wyznaczenia wspotrzednych punktéw najbardziej
odlegtych od osi obojetnej ECD stosujemy z reguly sposéb wykreélny. ktérego istote
wyjadnia rys. 6.2c.

D Fesli Sy > J., to tg B = () tg x> tgx, skad - a.
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Lini¢ ugiecia belki ukosnie zginanej najlatwiej jest wyznaczy¢ stosujac, jak poprzednio,
zasade superpozycji. Biorac przyktadowo wspornikowa belke (rys. 6.3), w ktdrej gtéwne
centralne osie y i z sa znane, i rozdzielajac obciazenia Q, i Q, na dziatajace w plaszczyZnie

=717 linla ugigcla

ﬁ\\
4 e =

a
Y

Rys. 6.3. Okreslenie linii ugiecia przez superpozycj¢

xz,tj. Py i Py, iyz, tj. H, i H,, mamy w kazdym z tych dwéch przypadkéw do czynienia
ze zgicciem prostym w odpowiedniej plaszczyznie, a wigc z powtdrzeniem znanych juz
z art. 5.8 1 5.9 zagadnien. Wypadkowe ugiecie f; w przekroju okreSlonym odcigta x jest
réwne geometrycznej sumie ugieé w(x) i v(x), a jego wartos¢

fe =P+ (%) ©

Przy zginaniu uko$nym linia ugiecia belki jest na ogdl krzywa przestrzenna i staje sig
plaska tylko wtedy, gdy stosunek ugie¢ v(x)/w(x) jest niezalezny od x. W belkach pryzma-
tycznych i przy jednakowych warunkach podparcia w obydwoch plaszczyznach xz i yz za-
chodzi to wtedy, gdy wszystkie sily obciazajace dzialaja w jednej plaszczyznie. W oma-
wianym przykladzie (rys. 6.3) warunek ten sprowadza si¢ do réwnosci oy = a,.

W przeprowadzonej analizie przyjeto, ze usytuowanie gtdwnych centralnych osi jest
znane. Dla belek o przekroju niesymetrycznym pociaga to konieczno$¢ calej procedury
opisanej w art. 4.4. Powstaje pytanie, czy tej operacji wyznaczania gtéwnych centralnych
osi nie mozna ominaé. Innymi stowy, chcemy okresli¢ napregzenia ¢ w danym przekroju
belki (rys. 6.4a) znajac J,, J. oraz J,, wzgledem centralnych, lecz niegléwnych osi y, z
i momenty M,, M_. Aby rozwigzaé to zadanie, wykorzystajmy znany juz fakt, ze konice
wektoréw ¢ tworza plaszczyzng przechodzaca przez poczatek uktadu. Réwnanie tej plasz-
czyzny jest wigc

oc=B.z+B,y, (d)

gdzie B., B, nie znane na razie wspolczynniki. Aby je okregli¢, wykorzystajmy to, ze mo-
ment wzgledem osi y wszystkich elementarnych sit ¢ d4 musi by¢ réwny wypadkowemu
momentowi M,, a wzgledem osi z momentowi M.. Wynikaja stad dwie zaleznoSci

— [odaz=m,, — [oday=M.. (©
A A
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—

Podstawiajac do zaleznosci (¢) o wediug wzoru (d)

B. [22dA+B, [ yzdd= —M,, B, [yzdA+B, [y’ dd=—M,
A A A A

po uwzglednieniu znanych z rozdz. 4 definicji
Jy= [z2d4, J,.= [yzdd, J.= [y?da
A A A
otrzymujemy nastepujace dwa réwnania:
B.J,+B,J,.=—-M,, B J,.+BJ. = -M.,

ktérych rozwiazanie wzglgdem B, 1 B, daje wynik

M,— MzJ z/']z)
- MmMednld | 5= - pori ®

Jy [1 —(Jyz/']) Jz)] Jz[l _(Jyz/‘]y J:)]

Aby uprosci¢ te wyrazenia, wprowadzamy pomocnicze wielkosci

Mz_(Mnyz/Jr)

J,. ( o ) 1 J2,
§] = — % .= 7 — .4,‘ —_— = = >z . .
m, x(My M. 7 ) M. = M,=M, J5), o =1- (6.3)
Dzigki temu réwnanie (d) przyjmuje postaé
m, z M.y
= Mt gttt 6.4
Jy J: E ( )

przypominajaca wzor (6.1a) i przechodzaca w niego, gdy osie y, z sa gldwne, czyli J,, = 0.
W tym ujeciu wzér (6.1a) mozna traktowal jako szczegSlny przypadek zaleznodci (6.4).
Dalsze etapy badania naprezeni, a wigc wyznaczenie osi obojetnej i ekstremalnych wartosci o
przebiegaja identycznie jak poprzednio.

Rys. 6.4, Analiza ukos$nego zginania w ukladzie osi niegtéwnych

Aby okresli¢ ugiecia belki w ukladzie nieglownych osi y i z, wyznaczmy najpierw
wzgledne odksztalcenia ¢* pewnego widkna BC przy wymuszonym zgigciu w plaszezy-
Znie xz (rys. 6.4b). Obraz odksztalcen jest identyczny z pokazanym na rys. 5.29, wobec
czego z wzoru (5.7) mamy '

e = _Z/Qz;
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gdzie o, — promien krzywizny osi OO, w plaszczyznie xz. Podobnie przy zgi¢ciu w plasz-
czyznie xy (rys. 6.4c) otrzymamy dla badanego wiokna
et = —ylo,.

Przy jednoczesnym zgieciu w obydwdch ptaszczyznach catkowite wydtuzenie & = e*+¢&**.
Uwzgledniajac ponadto, Ze ugiecia belki sa male, mozemy podobnie jak w art. 5.8 napisa¢
1o:m W', 1Jo, v,
gdzie w i v sa odpowiednio przemieszczeniami punktu osi w plaszezyznach xz1 xy. W re-

zultacie mamy
e= —zw' —yv”. (2)

Odpowiadajace temu odksztalceniu naprezenie

6 =Ee= —Ew'z—Ev'y (h)
musi byé dla wszystkich mozliwych wartosci y i z tozsamosciowo réwne warto$ci o okre-
$lonej wzorem (6.4), skad wynikaja zaleznoSci
m,
EJ,’

m.

w'(x) = £l

v(x) = (6.5)

wyrazajace drugie pochodne wielkosci v i w w funkcji pomocniczych wielkosei 9, M. 1%
okreslonych poprzednio i zwigzanych z obcigzeniem i geometrycznymi wiasnosciami prze-
kroju. Tak wiec okreslenie linii ugi¢cia w uktadzie osi niegtdwnych sprowadza si¢ do
identycznych réwnan jak w przypadku zgiccia prostego, z tym tylko, Ze zamiast rzeczy-
wistych momentéw gnacych M, i M, wchodza wielkosci pomocnicze M, i M. majace
ten sam wymiar, tj. Nm, co i momenty gnace. Jesli wigc okreslimy przebieg Mi,(x) i M. (x),
to linie ugiecia mozna wyznaczy¢ analitycznie lub wykresinie wykorzystujac wszystkie
nabyte poprzednio wiadomosci.

Podany powyzej drugi wariant analizy zginania uko$nego jest lepszy od pierwszego
wtedy, gdy uklad niegtéwnych osi p, z jest w jaki$ szczegdlny sposéb wyrdzniony sposréd
innych. Taka sytuacje mamy na przyktad w profilu zetowym, katowniku itp.

Zadania

1. Na wspornikowa belkg o przekroju skrzynkowym dziala prostopadia do csi sila P = 4 kN
(tys. 6.5) o zmiennym kierunku (0 < « < 2m). Obliczy¢ maksymalne naprezenie w niebezpiecznym
przekroju belki. Wyznaczy¢ tor punktu 4, gdy « zmienia si¢ od 0 do 2.

Odp. Niebezpieczny jest przekr6j B, albowiem i M,, i M. sa tam ekstremalne. Z kolei w tym przek-
roju niebezpieczny jest punkt I o wspoélrzednych y3 = 5cm i z; = 7,5 em. Podstawiajac do (6.1a)
M, = 4000-1,5 cos &, M, = 4000-1,5 sin &, J, = 753 cm*, J. = 399 cm* oraz y, i z; mamy w wyniku

o, = —59,8 cos ¥—75,3 sin = 96,1 sin (x+38,5°) MPa .

Tak wiec maksymalne o, sa -:96,1 MPa i wystepuja, gdy « = 51,5° lub & = 231,5°. Te same maksymal-
ne naprezenia, tylko przesunigte w fazie, wystapia w narozach 2, 3 i 4 przekroju B.
Ugiecia w4 i v4 (rys. 6.3) wedtug wzoru (5.25) sa (w mm)

wqa = Pcosal?/3E], =3,00cosx, w,=Psin«l}/3EJ. = 5,65sinox.
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Po wyrugowaniu kata « otrzymujemy stad
(14/3,00)* +(v.4/5,65)* =1,

a wiec tor punktu A jest elipsa o potosiach 5,65 mm i 3,00 mm.

]

A
| H

§ |—— E——i-—
gemfl ¥

10cm
e |

wymiary
przekroju:
Jy=753cm#
J,=399cm*
£ =2105MPa

~"_M=Plsincy

Rys. 6.5. Przyklad analizy zgiecia ukosnego w ukladzie osi glownych

2. Wyznaczyé o, w niebezpiecznym przekroju belki (rys. 6.6). Dane giéwne centralne momenty
J, = 283 cm*, J. = 25 cm* oraz &« = 22,2,

b)

e /L
S\l A
/’. LA A /

7 Sy 1

p /%

o
0 2 4 6cm

Rys. 6.6. Konfrontacja metod analizy zgi¢cia ukosnego
a) szkic belki; b) uktad gléwnych, centralnych osi ¥, z; ¢) uklad osi y, = centralnych, lecz niegléwnych.

Rozwiazanie. Ekstremalny moment gnacy (M,) = 2400 N m dziala w przekroju B, jego wektor
jest do plaszezyzny rysunku prostopadty. Po narysowaniu tego przekroju, umiejscowieniu gléwnych
osi 7 i Z oraz wektora M, (rys. 6.6b) okreSlamy z (6.2) potozenie osi obojetnej ECD, a mianowicie(?)

7 = —y(283/25) tg (—22,2°) = 4,61y,

a wiec 0§ ta biegnie w I i III ¢wiartce uktadu osi », z. W porownaniu z M, jest ona obrécona w strong
osi z, bo J. < J,. Wida¢, ze najbardziej odlegle od osi ECD sa punkty I i 2, ktérych wspolrzedne od-
czytane z rysunku sa y; = —y» = —2,4 cm, z; = —Zz; = 4,4 cm. Podstawiajac te dane do wzoru
(6.1b) przy uwzglednieniu, ze M, < 0 (przeciwne niz na rys. 6.1), mamy

6. =122 MPa, o, = —122 MPa

) Kat o = —22,2° < 0, gdyz jest przeciwny do podanego na rys. 6.1.
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odpowiadajace punktom 7 i 2. Dla innych punktéw, np. punktu F, wartos¢ oy odczytujemy z wykresu
podajacego rozktad naprezen w kierunku prostopadtym do osi obojgtnej.

Przerobiony przyktad unaocznia nieodzowne w zagadnieniach zginania ukosnego operowanic
rysunkiem przekroju. Szezegdlnie wazne jest prawidtowe naniesienie kierunkéw gtownych centralnych
osi i wektora momentu M,.

3. Powtoérzy¢ zadanie 2, stosujac uklad osi y, z, centralnych niegtéwnych (rys. 6.6c). Dane J, =
= 246 cm*, J, = 61,5 cm*, J,, = 90 cm*. :

Rozwiazanie. W takim ukladzie osi: M, = —2400 Nm, M; = 0 (rys. 6.4a). Wielkosci po-
mocnicze obliczone z (6.3) sa

% =215, M,= —5,16 kNm, IM.=1,89 kNm,

i po podstawieniu ich do wzoru (6.4) mamy

o = 2100z—3070y (MPa, gdy y iz w m).
Roéwnanie osi obojetnej ECD otrzymamy biorac ¢ = 0, skad

z = 1,46y,

ktoérej przebieg jest taki sam jak na rys. 6.6b. Naprezenie o, w punkcie I (y, = —0,5 cm, z; = 5,0 cm)
jest

o, = 2100-5:10-2+3070-0,5-10-2 ~ 121 MPa

i w granicach bledéow rachunkowych pokrywa si¢ z wynikiem poprzednim.

4, Udowodni¢ (bez rachunkéw), ze przy ukos$nym zginaniu pryzmatycznej belki obciazonej tylko
sitami skupionymi badZ momentami (rys. 6.7) niebezpieczny jest jeden z przekrojow A4, B, C, a nie
zaden pos$redni.

przekrof
belki

Rys. 6.7. Przykiad liczbowy; okreslenie reakcji i M, oraz M.
Dane: P =2kN, H=2kN, /= 1m, J, = 116 cm%, J, = 19,5 cm*, J,, = —26,7 cm*, E = 2:105 MPa.

Rozwiazanie. Przy takim obciazeniu na kolejnych odcinkach belki momenty M, i M, oraz ut-
worzone z nich 97, i M. sa liniowymi funkcjami x. Naprezenie 0 w pewnym wldknie (¥ = const, z =
= const) na danym odcinku jest tez liniowa funkcja x, a wigc majaca ekstremum na koncu lub pocza-
tku tego odcinka, czyli w przekroju przytozenia obciazenia, c.b.d.d. Spostrzezenie to ogranicza liczbe
koniecznych do zbadania przekrojéw belki.

5. Obliczy¢ o, w przekroju B belki z rys. 6.7.

Odp. M, = —1kNm <0, M,=05kNm > 0 (poréwnaj rys. 6.4a); wielkosci pomocnicze
x = 1,510, M, = —440 Nm, M, = 396 Nm; z wzoru (6.4) ¢ = 379z—2030y (MPa, gdy y i z wm);
roéwnanie osi obojetnej z = 5,35y, niebezpieczny jest punkt 2 (y = 3,87 cm, z = —3,6 cm), w ktorym
g. = 92,3 MPa.
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6. Wyznaczyé lini¢ ugiecia belki (rys. 6.7). W plaszczyznie xz belka ta jest wspornikowa utwier-
dzona w A4, w plaszczyinie yz jest ona belka na podporach 4 i C.

Rozwiazanie. Warunki podparcia wyrdzniaja tu szczegélnie uktad osi niegtéwnych y, z i dla-
tego wykorzystamy metode wykreslna opierajac sig na wzorach (6.5). Wykresy M, i M. sa ztozone
2 odcinkow prostych (zadanie 4) i do ich okreslenia wystarczy zna¢ rz¢dne w przekrojach A, B, C.

- W przekroju C jest (M)c = M)c = 0, W przekroju B jest (M) = —440 Nm, (M) = 396 Nm

(zadanie 5), wreszcie w przekroju A4 jest (M,)a = —3020 Nm i (M.),=—717 Nm, gdyz M, =
— —2 kN m, a M. = 0. Majac te dane budujemy wykresy I,(x) i IM.(x) (rys. 6.8) i znana juz metoda

ptaszczyzna xz (pionowa) ptaszczyzna xy ( pozioma)

m P\ wielobgk[ pSit” ;A H i,
le— 0,5m —»f=—05m—= f ! 05m 0,5m
o 8 la 1 A B c
ey gl %
AZ=855Nm? Az,=100Nm? ~ z8 o s00Nm2Z| 7 ‘ A
1 1 ko i’f‘l?Nm _3SENM o,
[ E Sl i] i 01— il
' ~440Nm Ty a SR |
L 20 V| Vu=990Nm?
~-3020Nm 18 Y,=352Nm?
0 : ¥;=115,3 Nm?
z | i N 1 ) |
Tgh | 8" (i i Ao | 1 I
: | | |
. i s
-025}- 8" P, O sotm? '
) i L
— g |
| T
~0,50( 2 Lo A
e g 22 o L—r linia ugliecia
linia ugtecia B~ 7 .
-0,75F w ptaszczyinie xz i ‘""; LAZ R o)

il
T 2
Rys. 6.8. Przyktad liczbowy: wykreslne wyznaczenie linii ugiccia
wykreslna wyznaczamy linie ugiecia w obydwoéch plaszezyznach, przy czym przyjeto zamiast rzeczy-
wistych EJ, = 2,32:10° Nm? i EJ, = 0,39-10° N m? odpowiednie sztywnosci 250 i 400 razy mniej-

sze. Dla przykladu przeliczmy ugigcie w przekroju B. W plaszczyZnie xz odcinek B’/B’ w skali rysunku
belki jest 27,5 cm, a w plaszczyZnie xy jest 18 cm, skad otrzymujemy

wg = 27,5/250 = 1,10 mm, 25 = 18/400 = 0,45 mm ,
a wypadkowe przemieszczenie
fo =2 +ws = 1,19 mm.

Konfrontujac rys. 6.7 i 6.8 widzimy, ze punkt B przesuwa si¢ pionowo do dotu i poziomo?? w kierunku
sity H.

) Uklad osi xv na rys. 6.8 przyjeto tak, ze zwroty osi v i y sa zgodne. Odcinek B’’B’ odpowiada
v < 0, czyli w kierunku sity H.

10 Wytrzymatlo§é materialow
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6.2. Zginanie pretéw krepych przy istnieniu sil wzdluznych

Zginanie z jednoczesnym $ciskaniem lub rozcigganiem wystepuje, gdy sity obciazajace
sa nachylone do osi preta (rys. 6.9a). Przypadek taki sprowadzamy do superpozycji roz-
patrzonych juz przypadkéw. Widzimy bowiem, ze P. wraz z reakcjami R 1 Ry przedstawia

p_ g sumaryczny
AR, & A =Psinc J = rozktad o
1]
Al o
e e
M o2 5 f B=Pcosc ¢ =
< a > b
I ! -
My al I "&1@ -
H) /H
g
N
e "
S
0 x Ty
T :
T=Ry =P, b/!
7 4 =R b/ =—Ry=—Pya/l rozktad T
o T I ) >

Rys. 6.9. Analiza jednoczesnego zginania i rozciggania

poprzeczne zginanie, w ktérym wysilek przekroju stanowia podane wykresami: sila
tngca T 1 moment gnacy M,. Sita P, wraz z reakcja H, = P, przedstawia znany z rozdz. 2
przypadek rozciagania, w ktérym wysitek przekroju stanowi sita wzdtuzna N o przebiegu
podanym na wykresie. Rozklady naprezen odpowiadajace tym przypadkom sktadowym
(rys. 6.9b) okre$lamy ze znanych juz zaleznosci. Jedli zgigeie jest proste, to w obranym
przekroju D naprezenia ¢’ i 7. odpowiadajgce zginaniu wyznaczamy z wzoréw (5.14)
i (5.18), tj.

t

o' =—M,z[J,, w.=TS?J,b.,

podczas gdy odpowiadajace rozcigganiu naprezenia o' sa
o' =NJA.

Zgodnie z zasada superpozycji, przy jednoczesnym zginaniu i rozciaganiu mamy w obra-
nym wloknie naprezenia normalne

o=0"+0" =(NJA)—(M,z]],), (6.6)

a naprezenia t. Zostaja jak powyzej. Ekstremalne napreZenia normalne wystepuja w skraj-
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nych widknach D' i D" i przy wykoizystaniu pojecia wskaznikéw wytrzymatosci Wy'
i W, sa

M,
Omin = ’ﬁ— M’/ > Omax = _]i-l_ 7;}/* . (67)
A w A w,

W przypadku uko$nego zginania i jednoczesnego rozciggania lub $ciskania (rys. 6.10)
naprezenia od zginania okreslamy z wzorow (6.1a) lub (6.4), zaleznie od tego, czy centralne
osic y, z sa gléwne, czy tez nie. W wyniku mamy odpowiednio

N M,z M.,y N Mz M,y 6.8)

0'=7—-T——J:— lub 0'—_—*1{"—' Jy J; 5

1y 08 obojetna

Rys. 6.10. Jednoczesne zginanie uko$ne i rozciaganie

Szczegdlnym przypadkiem zginania i jednoczesnego rozciagania lub Sciskania jest
mimosrodowe rozcigganie lub sciskanie, gdy obciazenie preta stanowig sity wzdtuzne réwno-
legle do jego osi (rys. 6.11a). Odlegtos¢ e migdzy linia dziatania sity a osia nazywamy

b) y

Upkstr:

0§ obojetna 7

Rys. 6.11. Analiza mimosrodowego rozciagania

10%
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mimoSrodem sify. Prowadzac mySlowy przekrd) i badajac réwnowage odcigtej czesci
otrzymujemy nastepujace sktadowe wysitku tego przekroju:

N=P, M,= —Pe, M,=—Pe, (a)

przy czym ujemne wartos$ci M, i M. wynikaja z konfrontacji rys. 6.11 i 6.10. Zakladajac,
ze osie y i z sa centralne gléwne, mamy z wzoru (6.8) dla pewnego punktu F przekroju
warto$¢ oy

P  Pez Pey

Z+Jy+J-’

Op = (b)
skad wynika, ze konce wektorow o tworza plaszczyzne. Aby wyznaczyé ekstremalne
naprezenie o,, celowe jest znalezé naprzéd o$ obojetna a-a, dla ktérej op = 0, tj.

(1/4) +(ze:/J,) +(ve,[J2) = 0, (©

a nastepnie okresli¢ taki punkt D, ktérego odleglo$¢ od prostej a-a jest ekstremalna
(poréwnaj rozumowanie w art. 6.1, rys. 6.2b).

Z zaleznosei (¢) wynika, ze o$ obojetna nie przechodzi przez $rodek ciezkosci prze-
kroju. ZaleznoSci tej nadajemy inna posta¢ wprowadzajac nowe pojecie promieni bez-
wladnosci i,, i. wzgledem centralnych glownych osi y i z

i, =]/i:;_ i = ]/1{1 6.9)

Dzigki czemu zamiast (¢) mozemy napisaé

@

7
l.V

e, ¥
+ —:T +1=0, (6.10)

Z zaleznosci tej widac, ze przy dostatecznie malych mimo$rodach e, i e, 0§ obojetna jest
przesunigta poza obrgb materialnego przekroju preta, To oznacza, ze na catym przekroju
dzialaja jednoimienne naprezenia. Przypadek taki ma duze znaczenie w konstrukcjach
inzynierskich, w ktorych stosowane sa materialy, jak cegta lub beton, majace malg wy-
trzymalo$¢ na rozcigganie i wielokrotnie wigksza wytrzymatosé na Sciskanie. W kon-
strukcjach takich pozadane jest, aby przy mimosrodowym S$ciskaniu preta naprgzenia
na catym polu przekroju byly $ciskajace. Spelnienie tego warunku jest mozliwe, gdy
mimosrod sity nie wykracza poza pewne granice. W konstrukcjach maszynowych zagad-
nienie to nie ma duzego znaczenia.

Ekstremalne naprezenia ¢,, okreslone z wzordw (6.7) lub (6.8), umozliwiaja ocene
bezpieczenstwa ustroju. Jak wiemy bowiem z rozdz. 5, punkty przekroju, w ktérych
wystepuja o., sa wolne od naprezen stycznych.’ Wiasciwosci tej nie zmienia istnienie
sity wzdluznej i kryterium bezpieczenstwa, tj. ¢, <  k, lub ¢, < k. zostaje bez zmiany.
Jest rzecza oczywista, ze kryterium to musi by¢ spelnione we wszystkich przekrojach, z czym,
podobnie jak i w zginaniu belek, wiaze si¢ poszukiwanie tzw. przekrojéw niebezpiecznych.

M 7 wylaczeniem przekrojow cienkosciennych (rozdz. 13).
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Zadania

1. W belce (rys. 6.9) P =10kN, /=3 m,a=2m, x = 30°. Wyznaczy¢ naprezenia o, w niebez-
piecznym przekroju, jesli belka jest rura o wymiarach d,, = 14 cm, d. = 16 cm. .
Odp. P, =~ 87kN, P. =5kN, W, = W' = r(d*—db)[32d; = 167 cm?, A =47 c¢m?; niebez-

y
pieczny przekréj tuz z lewej strony punktu C, gdzie N = 8,7 kN, M, = 3,33 kN m; z wzoru 6.7)
e (8,7-103/47-10—“')+(3,33-103/167-10"’) = 21,8 MPa.
2. Niewazka dwuteowa belka ACB (rys. 6.12) podparta jest pretem DE, przy czym pr%egub E
jest umocowany na belce mimosrodowo (e = 12 cm). Wyznaczy¢ o, W niebezpiecznym przekroju belki.

P
jm————(=3m ——r*aﬂn‘:ﬂpzwm R, A Jl
Al : = C\ = Ha i L _'__;_“_'_B

. e’X Ef H
a-a gT Re |

NJWJZI‘E\
=, = 7 E ol
A=23cm?  N=Ha ~He AM

AN |

~ " W=w=17cm? 0 >
tgoe =(b-e)/1 = 0,460 T - 5
sinoe = 0,418 i T="Ry .T:i
cosce = 0,911 O P T T T T %

Rys. 6.12. Przyklad liczbowy

Rozwiazanie. Istotne w tym zadaniu jest zbadanie roli mimosrodu e. Z warunku réownowagi
momentéw wzgledem 4 mamy $ciskajaca site w precie DE: N’ = P (I+a)/bcos o = 29,4 kN. Na bel-
ke w punkcie E dziataja sktadowe Ry = N’'sino = 12,3kN i Hg = N’ cos & = 2?,7 kN. Wykres
M, ma w punkcie C przeskok AM, albowiem dla przekroju tuz na prawo Od, punktu C jest M, = Pa =
— 10 kN m, natomiast w przekroju tuz na lewo od tego punktu jest M, = Pa—be e = 6,8 kN m
Badajac o, w pierwszym przypadku mamy . = 10-103/117:107¢ = 85 MPa, naf(.)mla}st w przf?krOJu
drugim o, = (He/A)+[(Pa—Hg )/ W,] = 70'MPa. Niebezpieczny jest wigc przekrdj tuz z prawej stro-

C.
ol 3. W dwupretowej kratownicy (rys. 6.13) ze wzgledow konstrukcyjnych prety nie sa .proste, lec.z
zatamane, tj. AEC i ADB (a = 20 cm). Jaki wzrost naprezeni spowoduje taka modyfikacja? W obli-
czeniach przyja¢ 4 = 23 cm?, W, = W,’ = 117 cm?.

Odp. Pierwotnie pret AB byt ciskany, pret AC rozciagany, przy czym Nsc = —N4p = P = 40 kN,

A

3m —

| st

Rys. 6.13. Przyklad liczbowy
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a naprezenia o = P/A = 17,4 MPa. Po modyfikacji kazdy z pretéw jest zginany i jednoczesnie Scis-
kany lub rozciagany, przy czym sily obciazajace zostaja bez zmian. W niebezpiecznym przekroju tuz
obok wierzchotka D (lub E)

My =Nypa =80kNm, N=N; gcosa =239,6kN,

a ckstremalne naprezenia o, = —(N/A)—(M,/W,) = —85,5 MPa sa prawie 5-krotnic wigksze od
pierwotnych. Stwierdzenie to dobitnie ilustruje ujemne skutki tego rodzaju modyfikacji.

110 b
P A [ p

ols

dospawana naktadka

Rys. 6.14. Rys. 6.15. Rys. 6.16.

4. Dwuteowka (rys. 6.14), dla ktorej J, = 117 cm?, J, = 12,2 cm*, 4 = 10,6 cm?, $ciskana jest
sita P = 20 kN przylozona w punkcie C. Wyznaczyé polozenie osi obojetnej oraz ekstremalne napre-
zenia sciskajace i rozciagajace.

Odp. Rownanie osi obojetnej ae-a: 0,31z—2,24y+1 = 0. FEkstremalne $ciskajace naprezenia
— 151 MPa w punkcie C, ekstremalne rozciagajace 113 MPa w punkcie B.

S. Nier6wnoramienny katownik (Jy, = 116 cm*, J, = 19,5 cm*, J,. = —27,6 cm*, A4 = 11,5 cm?)
rozciagany jest sita P przytozona w punkcie E (rys. 6.15). Jaka moze by¢ ta sita, aby bylo O'E: << 140 MPa.

Rozwiazanie. Musimy tu stosowa¢ drugi z wzordw (6.8), gdyz centralne osie y, z nie sa gléwne.
Biorac z rysunku e, = —1,53 cm, e. = 1,4 cm i zaktadajac P; = 1 kN mamy z wzordw (a): N =1kN,
My = —14 Nm, M. =153 Nm, a z wzorow (6.3)

% =1510, M, =11,6 Nm, P.=18,1 Nm.
Podstawiajac te dane do drugiego wzoru (6.8) mamy

o = 0,87—-10,02—92,9y (MPa, gdy yi z w m).

Z obrazu osi obojetnej a-a na rysunku przekroju wynika, ze niebezpieczny jest punkt D (3 = 3,87 cm,
z = —3,6 cm), w ktoérym 6p = 0,87+0,36 3,59 = —2,37 MPa. Aby spelni¢ warunek o, — 140 MPa,
musimy P, zwizkszy¢ w stosunku 140/2,37 = 42,1, skad szukana wartosé P ~ 42 kN.

6. W celu zmnigjszenia naprezen w rozciaganej dwutedwee (wymiary jak w zadaniu 4) dospawano
jednostronnie naktadke (rys. 6.16). Czy takie rozwiazanie odpowiada zamierzeniom?

Odp. Nie. W konstrukcji pierwotnej oo = P/4; w zmodyfikowanej srodek ciezkosci przekroju b-b
ulega przesunigciu, a mimosréod e; = 2,0 cm. Dla przekroju b-b jest Jy' =287 cm*, A’ = 16,6 cm?
i z wzoru (b) dla punktu E mamy o; = 1,15(P/4) = 1,150,.

6.3. Mimosrodowe Sciskanie pretow smuklych

Rozwazania art. 6.2 oparte byly na zatozeniu, Ze przy zginaniu z udziatem sit wzdtuznych
mozna stosowac zasade superpozycji. Jak udowodnimy ponizej, zatozenie to jest stuszne,
jesli odksztalcenia wywotlane tym obciaZeniem sa pomijalne, czyli ze mozna stosowaé

1
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regule wymiaréw poczatkowych (art. 1.3). Inna jest sytuacja przy mimos’rodow?/m s:ciskaniu
preta smuklego (rys. 6.17), gdyz ugiecie 1, aczkolwiek male, moze by¢ rzedu mimosrodu e .
W tym przypadku musimy rozwiazaé zagadnienie uwzgledniajac ugigcie preta. Dla od-

w odksztatcona of preta  p _,j.ez
EJy=const p=0 " ,I - \ A=)
E’z ) & A : \ Wy o
] e ek g ;
7, N — x -
. gt
e —— ] B ,
M,
stan poczgtkowy (P=0) 0 f jB
N T

Rys. 6.17. Analiza mimosrodowego $ciskania preta smuktego

. = . . -
dzielonego my$lowo odcinka BC z rownania rownowagt momentéw otrzymujemy

M, = P(e.+wp—W). (a)
Jak widaé, moment ten jest funkcja e; i nie znanego na razie ugiecia w(x), oraz nie z.ne-lnego
tez wg = (W),—;. Z drugiej strony wiemy, Z¢ W stanie réwnowagi, w ktérym przeciez pret
sic znajduje, dla kazdej wspotrzednej x jest spetniona zalezno$¢ (5.20)
w'’ =M,[EJ],, (b)
ktéra po podstawieniu wyrazenia (a) przybiera postac

Wk = k5 (e +wa), (6.11)

gdzie czynnik k, (miano cm™!) okreslony jest jako

VA L (6.12)
2 EJ,

Latwo sprawdzi¢, ze rozwiazanie réwnania rézniczkowego (6.11) jest

w=Cysink,x+Cycosk,x+e . +wy (c)
i zawiera state calkowania C, i C, oraz nie znana warto$¢ . Wszystkie te wielkesci
wyznaczymy z trzech warunkow brzegowych

Weeo =0, (dw/dx)so =0, (W)t = Wg-
1 tak z dwdch pierwszych wynika
C,= —(e.+wg), C.=0,
a z trzeciego po podstawieniu powyzszych wartosci
wg = (e;/cosk, 1) —e.. (d

() Ramig sity P wzgledem punktu B jest e- cos ¥5. Gdy ugiecia sa mate, wc’)w.czas cos g roZ1i si¢
od jednosci o mata wyzszego rzedu i dlatego w réwnaniu (a) zamiast e. cos 3y jest e..
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Wstawiajac wielkosci Cy, C, i wy do réwnania (c) mamy

€
W= 1 (1 —cosk, x) (e)

jako szukana postac linii ugiccia. Wykorzystujac wyniki (d) i (¢) obliczamy z réwnania (a):
moment gnacy

M, = Pe,cos k, x[cos k,l, ®)-

osiggajacy ekstremum w utwierdzonym przekroju (x = 0)
(My)max & Pez/COS kyl ° (g)
Przeanalizujmy otrzymane rezultaty. Z réwnan (d) i (¢) wida¢ od razu, ze ugigcie w-

zalezy liniowo od mimos$rodu e,, a nieliniowo od sily P, ukrytej w argumentach® k,x
i k, I funkcji cosinus. Z wlasciwosci tej funkcji wynika, ze ugiccie rosnie szybciej niz

. wzrost P. Fakt ten jest zrozumialy, gdyz wzrostowi sity towarzyszy wzrost rzednych

linii ugigcia. W rezultacie moment gnacy jako iloczyn sity P przez odpowiednie ramie,
a wiec i krzywizna belki narastaja szybciej niz sama sita. Caloéé zjawiska opisuje wykres.
(rys. 6.18). Odcigta jest tu k, I, tj. wielko$¢ zwiazana z sila P, a rzedna bezwymiarowa

Y
4 asymptota—__|
3
il
cos ki -1)
2 /
T— //

i

e
0 q 29t an Ax _
8 8 i B

Rys. 6.18. Bezwymiarowa strzatka ugi¢cia preta z rys. 6.17

ISE

k!

strzatka ugigcia, tj. wgle,. Wida¢, ze dla k, ! — w/2 strzalka wy staje sie wielokrotnie

wigksza od e,. Szczegélna wartosé P = Py, odpowiadajaca k, ! = /2 nazywamy silg

krytyczng lub eulerowskq i wyznaczamy ja z (6.12), a mianowicie
k,1=1y/PJEJ, = =/2,

skad

(6.13)

) Wartosci argumentu &,/ i k,x sa w radianach, albowiem iloczyn k (miano cm-%) i 7 lub x
(miano c¢m) daje liczbe oderwana.
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Fizyczny sens P,, mozna zinterpretowaé jako te sile P, przy ktdrej Sciskany® (bez
mimosrodu) prgt moze mie¢ dwie réine postacie réwnowagi: pierwotna, tj. gdy o§ preta
.zostaje prosta, i nowa, tj. o osi wygietej. To zjawisko nosi nazwe utraty statecznosci lub
inaczej wyboczenia preta i bedzie pSzniej omdwione.

W podobny sposéb mozemy okreéli¢ ekstremalne naprezenie o, w mniebezpiecznym
przekroju A. Z wzoru (g) i (6.6) wynika

Oc = |Omin| = (P/A)+ (Pe,/W,cosk,l). (h)

Jedli k, I - =/2, tj. P —» Py, to nawet przy najmniejszym mimosrodzie e, # 0 naprezenie o,
osiagnie granic¢ plastycznosci materiatu, co wywola trwale odksztalcenia i uczyni kon-
strukcje niezdatna do uzytku. Poniewaz w realnych warunkach mimos$réd zawsze istnieje,
wynika stad, ze w przypadku pojedynczego preta krytyczna sila jest jednoczesnie niszczqca.

Na zakorczenie analizy prze§ledzimy przypadek, gdy P-& Py,. Argumenty k, /i k, x
sa male i wtedy moZemy przyjac

1—cosk,x ~ (k,x)?>/2 = Px?|2EJ,, 1—cosk,l~ PI?]2EJ,,
'w rezultacie czego zamiast wzoréw (d) i (€) otrzymamy
w = Pe,x?[2EJ,, wy= Pe,I?|2EJ,.

Powyzsze wyniki sa identyczne z przypadkiem wspornikowej belki (rys. 5.51c), gdy mo-
ment My = Pe,. Oznacza to, ze M,(x) = Pe, = const, a wiec jest obliczony z pominigciem
wplywu ugigcia lub, innymi stowy, przy zatozeniu stusznosci zasady superpozycji. Podsu-
mowujac to powiemy, e przy jednoczesnym zginaniu i $ciskaniu pretéw mozna stosowaé
superpozycje, jeSli sita wzdluzna jest znacznie mniejsza od krytycznej.

Vg

L3p
/\L
' 3
S =
|
B +]
Lo

o — Xcz— 7 XB =% -
Rys. 6.19. Analiza preta dwupodporowego $ciskanego mimosrodowo

Otrzymane wyniki mozna wykorzysta¢ w przypadku preta podpartego przegubowo
na koricach i §ciskanego mimosrodowymi sitami P (rys. 6.19). Reakcje podpér sa tu
réwne zeru, linia ugigcia symetryczna, a kazda poléwka OB i OC jest w takich warunkach
jak pret z rys. 6.17. Wynika stad, ze wszystkie poprzednie wyniki mozna stosowaé w tym

M Gdy k, ! = /2 i e, = 0, wowczas wy = 0/0 staje si¢ nieoznaczone. Poniewaz k, i e, sa od sie-
bie niezalezne, zatem reguly de’Hospitala nie moina tu stosowaé i wy moze mieé pewna wartosé
skoficzona, choéby e. bylo nieskonczenie mata dowolnego rzedu.
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drugim zagadnieniu, jesli tylko zamiast / wstawi¢ /2, a poczatek ukiadu xw umiescié
w §rodku O preta odksztatconego. W szezegdlnosci zamiast wzoréw (d), (g) i (h) mamy
odpowiednio

wp = e = [efcos (ky 2] e, (i)
(M ) max = Pe.fcos (k, 1[2), ()
Oe = |Cpmin| = (PJA)+[Pe.[W,cos (k,1[2)], k)
a w zamian wzoru (6.13) inna wartos¢ sily krytycznej
wEJ
Pkl‘ = TL . (6.14)

Podobnie mozna wykorzysta¢ wykres (rys. 6.18) wstawiajac jedynie zamiast k! argu-
ment k,//2.

W powyzszych rozwazaniach milczaco zalozono, ze zgigcie prgta zachodzi w plasz-
czyznie dzialania momentu zginajacego, a wigc ze jest ono proste, a 0§ y jest glowna
centralng osiq przekroju. Jesli sita lub sity sciskajace sa w dowolnej paszczyznie (rys. 6.11),
to moment Pe rozkladamy na skladowe Pe_ i Pe, dzialajace w ptaszczyznach zawierajacych
osie gtéwne. Analiz¢ zginania w kazdej z tych dwéch plaszezyzn prowadzimy oddzielnie
dochodzac w wyniku do dwéch niezaleznych réwnan typu (6.11), ktérych rozwiazanie
i dyskusja jest podobna do opisanej poprzednio. Postgpowanie takie jest dozwolone
(blad rzedu 1°/,.), gdy przekrdj preta jest zwarty lub cienkoScienny rurowy. Dla pretow
cienkos$ciennych otwartych, jak cedwka, zagadnienie jest bardziej ztozone.

Zadania

1. Pret (rys. 6.17) o srednicy d = 2 cm i dlugosci [ == 50 cm obciazono sita Sciskajaca P = 5 kN
Jaki moze by¢ mimosrdéd e., aby naprezenie (7 nie przekroczylo g, = 100 MPa? E = 2-10° MPa

Odp. J, = 0,785 cm*, EJ, = 1,57-10° N m?, Ak, = ]/P/EJ). = 1,782 m!, k,/ =0,891 rad = 51,17,
cos k, | = 0,629 i z wzoru (h)

e. = Wycos ky 1 [og— (P[P =83-10"° m = 8,3 mm.

2. Jaka jest rzeczywista strzatka ugiecia w precie z zadania 1, a jaka otrzymalibysSmy zaniedbujac
wplyw ugigecia na momenty gnace?

Odp. Z wzoru (d) wp = 8,3[(1/0,629)—1] = 4,9 mm, natomiast warto$¢ przyblizona wynosiwg ~
=~ e.(k, D?/2 = 3,3 mm, czyli blad jest 33%.

3. Pret (rys. 6.19) o pelnym kwadratowym przekroju a3 a zastapiono kwadratowa rura o tej sa-
mej dlugoséci z tego samego materiatu i otworze ¢ a. Jaka ma by¢ grubo$é o Scianki rury, aby sita Py,
zostata ta sama? Jaki jest stosunek mas obydwodch pretow?

Odp. J, ma zosta¢ to samo, skad (a+20)*—a* = a* i 6 = 0,094a. Stosunek mas Q./Q; = [(a—+
+20)2—d?]/a® = y'f—l = 0,414. Dla tej samej wartosci Py, rura jest okoto 2,4 razy lzejsza. W tych
zatem przypadkach, gdy konstrukcja ma byé lekka, a jednoczesnie wartos¢ Py, duza, celowe jest sto-
sowanie przekrojow rurowych. Fakt ten obserwujemy w przyrodzie, jak w stomie, bambusie itp.

4. W precie (rys. 6.17) powigkszono dwukrotnic wszystkie wymiary. Jak zmieni sig wartos¢ sity P, ?

Odp. Wzrosnie czterokrotnie.

5. Stalowa dwutedwka (J, = 117 ecm*, J. = 12,2 cm*, 4 = 10,6 cm?, E = 2-10° MPa) o diugos-
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ci [ = 2,5 m sciskana jest sitami P (rys. 6.20). Wyznaczy¢ najmniejsza wartos¢ sity krytycznej (Pxdmi
i odpowiadajaca jej wartos¢ naprezen sciskajacych.
Odp. (Pi)min odpowiada wygieciu w plaszczyznie xy i (Pyomia = 72EJ./I? ~ 39 kN oraz o] =

= (Pkr)min/A = 37,4 MPa.

P A% - -~ B P A b - i / A
‘==-;:; ~ '_ I e ﬁ‘ gr_':’_ : ":'___T;.r'_'iifr\_‘.ﬁlh_‘:é\'— P
T Y “L

Rys. 6.20.

Rys. 6.21.

6. Duralowy (E = 7-10* MPa) pret o przekroju réwnoramiennego trojkata (b = 6 cm, # = 12 cm)
i dlugosci / = 2 m obciazono w punktach C i D mimo$rodowymi silami P = 40 kN (rys. 6.21). Wyzna-
czy¢ ekstremalne naprezenia Sciskajace i rozciagajace.

Odp. J, = bh3/36 = 288 cm?, J. = b3h/48 = 54 cm*, k, I/2 = 0,444 rad, k. 1/2 = (//2) I/P/EJ: =
= 1,028 rad. Momenty gnace w niebezpiecznym przekroju (w $rodku rozpigtosci) sa wedtug wzoru

(M ,)max = —Pe_[cos (k, 1/2) = —Ph[3 cos (k, [/2) = —1810 Nm,
(M) max = Peyfcos (k. 1/2) = Pb[2 cos (k. 1/2) = 2330 Nm.
Ekstremalne naprezenia $ciskajace ¢’’ wystepuja we widknie CD
0" = —(PlA)—[(M)max/I5] (—1/3) = [(M)max/J-]1 (bf2) = —165,4 MPa,
a maksymalne rozciagajace o’ we wldknie symetrycznie potozonym

OJ = _(P/A)*[(M)m:n/'l)] (_11/3)7[(M:)m2(/']:] (b/z) = 93;0 MPa .

6.4. Naprezenia krytyczne i smuklos¢ preta

Pojecie sity krytycznej Py,, jako obciazenia niszczacego pret $ciskany, stanowi punkt
wyjécia do oceny bezpieczenstwa tego preta. Zagadnienie to przesledzimy na przyktadzie
preta podpartego przegubowo na koncach (rys. 6.19), dla ktdrego

P, =n2EJ,[/I>. (a)

Bezwzgledna warto$é naprezenia normalnego odpowiadajacego Py, gdy mimoséréd e = 0,
nazywamy mnaprezeniem kiytycznym oy, tj.

Oe = P/ A, (6.15)
Wstawiajac do (6.15) wyrazenie (a) i wykorzystujac pojecie promienia bezwladnosci i,
(wzoér 6.9) otrzymujemy
o, = 72EJ JAI* = 72 Ei}|I? = w2E|(l]i,)?. (b)
‘Wystepujacy tu bezwymiarowy stosunek //i,, zalezny tylko od geometrii prgta, nazywamy
snuiklosciq preta 1 oznaczamy

2 =1fi,. (6.16a)
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Wprowadzajac to oznaczenie do (b) mamy ostatecznie

Oxr = 32 ° (617)

Podane zaleznosci odpowiadaja utracie statecznos$ci lub inaczej wyboczeniu, gdy gléwna
centralna o§ y przekroju jest obojetna. Podobnie mozemy zbadaé przypadek, gdy osia
obojetna przy wyboczeniu jest 0§ z. W wyniku otrzymamy ten sam wzoér (6.17), z tym
tylko, ze smuklo$é preta okreslona jest teraz jako

A=1fi.. (6.16b)

Jak widzimy, do jednoznacznego okreslenia smuklosci preta konieczne jest dodatkowo
podanie plaszczyzny, w ktdrej zachodzi wyboczenie. Bez tej informacji pojecie smuktosci
jest wieloznaczne.

Zalezno$é (6.17) przedstawiamy zazwyczaj w postaci wykresu oy, = f(2). Otrzymana
w wyniku (rys. 6.22) krzywa CAD, tzw. hiperbola Eulera, wykazuje jasno, ze gy, dla pretow

(T L] 1 T
Per= G A le;& \C materiat: stal konstrukcyjna

\ (05%C, F=~20+10°MPa)
i 300 ! :
\ ]

‘ 2504-8'—+———— B +—% {—

‘ EJy Aty —[ 7% N

150f——
‘a'é \n Okr= Q—IEZ—ZE
A
100 \<\
50 S~ =

| —

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 A
-t—Ag,.—n-J

Rys. 6.22. Analiza naprezenia krytycznego w funkeji smuktoscei

o duzej smuklosci moze byé znacznie mmiejsze od granicy sprezystosci oy, materiatu
preta. Uswiadamiajac sobie, ze wartosci o, towarzyszy zniszczenie preta, wnioskujemy,
7e zjawisko wyboczenia jest dodatkowym czynnikiem limitujacym bezpieczenstwo kon-
strukcji. Biorac przyktadowo stalowy pret o smuklosci A = 200, odezytujemy z wykresu
o & 50 MPa niezaleznie od tego, czy stal®™ jest pespolita (o, &~ 220 MPa), czy szla-
chetna stopowa i obrobiona cieplnie (o, & 1000 MPa). W obydwdch przypadkach
wykorzystanie materiatu jest niedostateczne, stanowi bowiem odpowiednio 23%, 1 5%
tego, co mozna by osiagnac z uwagi na wlasciwoséci materiatu. Sytuacje mozna poprawic
tylko przez zmniejszenie smuklosci 4, co przy ustalonej dtugosci / preta sprowadza sig do

) Jest faktem, ze nicwiclkie domieszki stopowe, obrobka ciepina itp. nie wplywaja w sposob is-
totny ma wartos¢ E.
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zwiekszenia J, (lub J.) i zwigkszenia i, (lub r;). Efekt ten mozna osiagna¢ bez zwigkszania
pola przekroju, a wigc cigzaru preta, przez roztozenie materiatu daleko od osi (zadanie 3
art. 6.3).

Gdy smuktosé A — 0, wéwezas, jak wida¢ z wykresu, naprezenie gy, — co. W rzeczy-
wistoscl tak nie jest. Stosowalno$¢ hiperboli Eulera jest ograniczona zatozeniem, Ze ma-
terial preta podlega prawu Hooke’a. Okreslajagc bowiem Py, korzystaliSmy z rownania
linii ugiecia (5.20), u ktérego podstaw lezy wlasnie to zatoZenie. Z tego powodu krzywa CAD
daje prawidlowe wyniki tylko wtedy, gdy oy, < 040p. Podstawiajac we wzorze (6.17)
Orr = Oprop Otrzymujemy t¢ graniczng smukio$¢ Ay

Jge = T5y/E[G o » (6.18)

ponizej ktorej nie wolno uzywaé wzoru (6.17). Tak na przyktad dla stali 0 6,0, & 200 MPa,
mamy A, = 100 i stosowalno$é wzoru (6.17) ograniczona do cz¢ici AD hiperboli Eulera
(rys. 6.22).

Zjawisko wyboczenia zachodzi takze, gdy smuklo§¢ 4 < A, wtedy jednak wystepuja
odksztatcenia tryate. Przy takim wyboczeniu nie-

sprezystym, tj. gdy 0 < 2 < 1., zasadnicza ce- kr
v é-y X .J . y, TN el 5 MPa B materia¢: dural, £=70-10*MPa
cha jest to, ze postaé wykresu o, (%) zalezy od po- p 5=4)

. , : , 400 (R, ;=310MPa, R=410MPa)—]
staci wykresu Sciskania o(g) analogicznego do \ | l
wykresu rozciagania (rys. 1.16). I tak jesli ma- 350 | || i [ !
terial preta ma wyrazna granice plastycznoscei f\(f’"zeczle'Sflsf Pﬂf'bf%’rdkrci)
R, (rys. 1.16a), to wykres o (1) ma przebieg B C ol | i T

: w . . ~higerbola Eule =i
wedtug linii ABB’ (rys. 6.22). Rzgdna poziome-  ,50 \ i F]r i 4 }r‘a 6"'”' A?
go odcinka BB’ jest o, = R,, a odcinek AB &%\—plar‘abola Ja}mmné_
odpowiada zlagodzonemu (nijcostremu) przejs- 200 i -
ciu na wykresie ¢ = f(&) miedzy” o40p @ R,. \A

. 1 : N . . 150 i
Nieco inny jest przebieg oy, gdy material nie i\
e : ) el g

ma wyraznej granicy plastycznodci (rys. 1.16b). 404 N
Dla materiatéw tych (stale stopowe, wysoko- \
weglowe lub stopy lekkie) rzeczywisty wykres 50—+ ™ 17
oy (rys. 6.23) wykazuje brak zaakcentowanego ~

poprzednio poziomego odcinka BB’. Ponadto 0 25 50 75 100 12 156 A
dla bardzo matych smukiosci warto$¢ oy, bliska  Rys. 6.23. Typowy wykres oi(4) dla mate-
jest doraznej wytrzymalosci R, na §ciskanie, a rialu bez wyraZnej granicy plastycznosci
nie R,, jak poprzednio.

W praktyce nie zawsze dysponujemy wspomnianymi wykresami i wtedy postugujemy
si¢ zaleznosciami przyblizonymi. Jedna z nich stosowana dla materiatléw bez wyraznej
granicy plastycznosci jest tzw. parabola Johnsona (rys. 6.23). Jej wierzcholek F ma odcigta
A =0, rzedna (6,,);-0 = Ro,2» tj. umownej granicy plastycznosci. Ponadto parabola ta
jest styczna do hiperboli Eulera o, = ®2E/2%, a punkt stycznoéci 4 ma wspotrzedne

Ao = TV]/ZE/RO,: > (Ok)a = R0,2/2- (6.19)

) Patrz rys. 1.16a, na ktérym 6, odpowiada punktowi 4, a R, odpowiada punktowi B.
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Samo réwnanic'?’ paraboli FA jest
6. = Ro o[1—(2%/223)]. (6.20)
Jak widaé z wykresu (rys. 6.23), powazniejsze réznice migdzy rzeczywistym przebiegiem
0,.(2) a rzednymi paraboli (6.20) wystepuja dla pretow bardzo krgpych (4 < 20). W prze-
dziale érednich smuklosci (20 < A < J,), majacym najwigksze znaczenie techniczne,
zgodnosé ta jest bardzo dobra. To wlasnie powoduje, ze wzorem (6.20) postugujemy sig
czgsto w praktyce. W literaturze, zwlaszeza dotyczacej czgsci maszyn, stosuje sie réwniez
inne formuly, jak wzdér Tetmajera, zastepujacy rzeczywisty przebieg o (4) zaleznoscia
liniowa
o, =B +B, 4,

w ktdrej stale B, i B, sa kazdorazowo ustalane w zaleznos$ci od gatunku materiatu.

Oméwiony przypadek $ciskania preta zakonczonego przegubami (rys. 6.19) nazywa sig
podstawowyni, gdyz wystgpuje najczesciej w praktyce. Dla innych przypadkéw, jak podany
na rys. 6.17, mozna przeprowadzié podobna analize. Jest to jednak zbgdne, albowiem dla

preta tego sita Py, (wzor 6.13) da si¢ przedstawi¢ jako
P - m’EJ, _ mEJ, _ m*EJ,
¥ 4]> (2h? o
gdzie [, = 2/. Pret ten zachowuje si¢ wigc jak pret w przypadku podstawowym o dtugosci [,
tzw. dlugosci swobodnej, i wszystkie wyniki analizy przypadku podstawowego (w zakresie

[ I I v . Vv )
A-swobodn . A-przesuwny A-przegub Al B-utwier-
B—utw[er‘dzgny &) L I pr Y B-utwierdzony B-utwierdzony dzony

P Pﬂ
A » el YN
WK A
| W |
Bl v : Bl X . -
Lg=2i =l l={ 17071 1=051

Rys. 6.24. Okreslenie /; w typowych przypadkach podparcia preta

sprezystym i mniesprezystym) moga by¢ od razu wykorzystdne. Podobnie postgpujemy
i w innych przypadkach podparcia preta (rys. 6.24), wprowadzajac za kazdym razem
odpowiednia dtugosé swobodna Iy, ktérej okreslenie szezegétowo omdwione jest w rozdz. 15.

M Biorac ogdlnic, rownanie (6.20) ma postaé: oy = By— B, 2%, ze stalymi B 1 B, Z warunku
(6x)s-0 = Ro ., mamy B; = Ry ». W punkcie A4 zachodzi rownosé rzednych oraz rownosé pochodnych,
czyli B,—B, 73 = =2E[}} oraz —2B: Jo = —2x2E[Jg, skad otrzymujemy B i Zo, 2 nastepnie zalez-
nos¢ (6.20).

6.4. Naprezenia krytyczne i smuklosc preta
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Zadania

1. Zakonczona przegubami $ciskana rura ze stali o 0,159,C ma wymiary d. = 8 cm, d,, =7 cm
i diugo$é ! = 6 m. llokrotnie zwigkszy si¢ naprezenie krytyczne, jesli utwierdzimy: a) jeden koniec
rury, b) obydwa korce?

Odp. Pierwotnie A = 228, po modyfikacji (a) 2 = 0,7/ = 160, po modyfikacji (b) " = 0,5/ =
— 114. Wzdr (6.17) mozna wiec stosowac. W wyniku modyfikacja (a) daje okoto 2-krotny, a modyfi-
kacja (b) — 4-krotny wzrost oy.

2. Jak zmienia si¢ wyniki zadania 1, gdy dilugo$¢ I =3 m?

Odp. Pierwotne A = 114, po modyflkacji (a) 2” = 80, po (b) A”" = 52. Po modyfikacjach wybocze-
nie jest niesprezyste. Z rysunku 6.22 odczytujemy: (oxJ),_,,, = 154 MPa, (0cr); _ g0 = 232 MPa,
(0xo), - 52 = 237 MPa. Modyfikacja (a) daje 1,5-krotny, a (b) 1,54-krotny wzrost oy, a wigc znacznie
mniej niz poprzednio.

3. Wyznaczy¢ oy, dla zakonczonego przegubami duralowego (E = 7,0-10* MPa, R, , = 280 MPa,
Gpron = 180 MPa) preta o smuktosei 4 = 50.

Odp. 2 < A, z (6.19) jest Ao = 70; z (6.20) jest oy, = 210 MPa.

4. W poprzednim zadanin A, = 62, a 2, = 70. Gdy A, << A <= Ay, wowczas z wzorow (6.17)
i (6.20) otrzymujemy rdézne wyniki. Ktoremu z nich wierzy¢?

Odp. Prawidlowy jest wzor (6.17), bo (6.20) jest tylko przyblizeniem. Réznice sa jednak male
i bez praktycznego znaczenia.

6.5. Wymiarowanie pretéw Sciskanych

Oméwione w art. 6.1 6.4 przypadki nalezq do tych zagadnien wytrzymatosci ztozonej,
w ktérych Kkryterium bezpieczenstwa jest identyczne, jak przy prostym rozcigganiu lub
$ciskaniu i sprowadza si¢ do pordwnania ekstremalnego naprezenia normalnego z wartoscia
dopuszczalna. Ten prosty schemat oceny bezpieczefistwa komplikuje jednak zjawisko
wyboczenia. Zjawisko to, zademonstrowane tu jako graniczny przypadek mimosrodowego
éciskania, stanowi pod wzgledem poznawczym wytom, jest bowiem przypadkiem, gdy nie
obowiazuje reguta wymiaréw poczatkowych. Warto$¢ sity krytycznej stanowiac wielko$¢
charakterystyczng daneg® ustroju steruje jednoczesnie metoda analizy. Jesli mianowicie
obciazenie wzdtuzne jest mate w stosunku do sily krytycznej, np. 10=-15%, to z techniczna
dokladnoscig stosujemy zasade superpozycji jak w art. 6.2. Jesli ten stosunek jest wigkszy,
to w analizie nalezy uwzgledni¢ odksztalcenia preta, jak to zrobiono w art. 6.3.

W odréznieniu od poprzednich zagadnien ocena bezpieczenstwa pretéw sciskanych
rézni sie tym, ze pewna istotna grupa obciazen, a mianowicie momenty gnace wywolane
nieuniknionymi bledami wykonania, nie jest okreslona jednoznacznie, lecz jest zmienna
losowa. Innymi stowy zagadnienia z rys. 6.19 i 6.22 r6znig si¢ tym, ze w pierwszym z nich
wielkos¢ e. jest z pewna doktadnoscia zdeterminowana, w drugim natomiast nieokreslona.
W tej sytuacji jest naturalne, ze bezpieczenstwo Sciskanego preta oceniamy konfrontujac
te cz¢$¢ obciazenia, ktdra znamy, tj. site Sciskajaca, z ta sila Py, ktéra na pewno wywota
zniszczenie preta.

W zagadnieniach kontroli punktem wyjécia jest wykres o,(2) dla danego materiatu.
Majac ten wykres, jak na rys. 6.22 lub 6.23, i znajac smuktos¢ preta odpowiadajaca naj-
mniejszemu promieniowi bezwladnosci mozemy wyznaczy¢ oy, a wiec i silg niszczaca
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Py = 0y A. Z kolei mozna okresli¢ sitg dopuszczalng Py, dzielac Py, przez wymagany
wspoiczynnik bezpieczenstwa ny.. Przy doborze tego wspotczynnika nalezy uwzglednig,
ze ze wzrostem smukiosci preta rosnie wplyw niedoktadnosci wykonania®, Z tego po-
wodu racjonalne jest przyja¢ zmienne n,, a mianowicie rosnace dla pretéw bardziej
smuklych. Przykladem tego sa wykresy (rys. 6.25) dla dwdéch stali (St 3S i 18 G2) czesto

D T Ckof
MPq | /kr |
o stal St3S MPa

300f3 ———— |- L 300
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Rys. 6.25. Typowe wykresy oy, 2., Oaop dla stali konstrukcyjnych
Stal St3 S (0,22%; C, 0,65%; Mn, 0,07 Si, R, = 235 MPa, R,, — 370460 MPa),
Stal 18 G 2 (0,18 C, 1,32 Mn, R, — 350 MPa, R,, — 510630 MPa).

stosowanych w praktyce. Jak widzimy, wspdtczynnik ny, rosnie stopniowo od wartosci 1,71

- dla 2 = 0 do wartosci 2,5 stalej dla 4 > A,,. Okreslone stad wartoéci naprezen dopusz-

czalnych o4,, mozna wykorzysta¢ w zagadnieniach kontroli, tj. gdy dana jest sita P i wy-
miary preta, a mamy stwierdzi¢ czy o = P/4 sa mniejsze lub réwne oyg,,.

Drugi rodzaj zagadnieri, tj. ksztaltowania (doboru wymiaréw), pretéw Sciskanych,
rozwiazujemy zazwyczaj metoda kolejnych préb. I tak majac dany rodzaj materiatu,
a wigc i wykres oy,(2), oraz warto§¢ sity P dobieramy wstepnie wymiary przekroju, skad
okreslamy kolejno A4 oraz i, lub i, smukto$¢ A, wartos¢ o, i Py, = 0y, A oraz wartosé
wspolczynnika ny, = Py,/P. Jesli ta ostatnia jest réwna lub niewiele wieksza od wymaganej,
to uwazamy, ze dobdr jest prawidtowy. W przypadku przeciwnym dobdr nalezy powtérzyé.

Na zakonczenie warto przypomnieé, ze rola Py, jako sity niszczacej odnosi si¢ do po-
jedynczego preta, ktérego obciazenie nie zalezy od wspétpracy innych elementéw. Tak

1 Weimy dwa prety (rys. 6.19) o jednakowym przekroju i dtugosciach /i 2/. Mimosréd e. jako
zmienna losowa jest ten sam, zalezy bowiem od tolerancji wykonania, ta za$ zalezy od poprzecznych
wymiarow preta, np. doktadno$¢ umieszezenia okué. Przy tej samej sile P naprezenia beda wieksze
w precie smuklejszym (wzér h art. 6.3), gdyz cos 2k,/ < cos k,l.
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e

jest na przyktad w kratownicach statycznie wyznaczalnych (rys. 2.9), w ktérych sity
wzdluzne zaleza tylko od konfiguracji i obciazenia weziow. W innych sytuacjach, gdy
obciazenie preta zalezy od odksztalcen, wyboczenie jego nie musi byé réwnoznaczne ze
zniszczeniem ustroju.

Zadania

1. Dwutedwka (rys. 6.20) ze stali St 3S ma diugos¢ [ = 1 m. Biorac J, = 117 cm*, J, = 12,2 cm?,
A = 10 cm? oraz wykres oaop(4) z Tys. 6.25 orzec, czy moze ona przenosic¢ silg¢ P = 70 kN?

Odp. Tak, bo 2 = l/i. = 93 i 64op = 79 MPa, Py, = 84 KN > P.

2. Orzec, czy duralowy tacznik o prostokatnym przekroju (rys. 6.26) moze by¢ obciazony sita Scis-
kajaca P = 80 kN, jesli wymagany wspoélczynnik bezpieczenstwa ng, = 2,57

b=2cm, h=5cm, [=8Gcm

———— _E=70-10* MPa
R, ,=280MPa
sworzen korpus
Rys. 6.26.
Odp. Tak. Decyduje moznos¢ wyboczenia w plaszczyznie xy, gdyz i. = b//lz = 0,58 cr?,.ls =
= /2 = 30 cm, i smuklo$e'”” A = Lfi; = 51,5 jest wigksza niz przy wyboczeniu w ptaszczyznie xz,

dla ktorego i, = h/l/ﬁ = 1,14cm, I, =[ i A = 41,5. Postugujac si¢ parabola Johnsona (zadanie 3
art, 6.4) dla A = 51,5 mamy oy, = 243 MPa, 04, = 97 MPa i Pyop = 97 kN > P =80 kN, c.b.dd,

3. Dobra¢ srednice d stalowego preta utwierdzonego na jednym komcu, a przegubowo podpar-
tego na drugim, aby przy dtugosci / = 2 m i sile §ciskajacej P = 75 kN mial on wspotczynnik ., = 5.
Dane: E = 2,03-10° MPa, 0p0p = 280 MPa.

Odp. Zakltadamy, ze smuklo$¢ preta A= A, =~ 85. Biorac z rys. 6.24 I, = 0,7/ = 1,4 m, mamy
J, = my PRJ=?E = 29,4 cm*, skad d = }/64J,/x — 4,95 cm, a i, = dJ4 = 1,25 cm. Smuklos¢ 4 =
— I /i, = 112> A, a wiec zalozenie poczatkowe jest prawidlowe 1 d = 5 cm.

4. Zakoriczona przegubami kwadratowa rura ze stali St3S o grubosci $cianki 0 & 5 mm i diu-
goici I = 5 m ma przenosi¢ sitg P = 400 kN. Biorac ogop(4) z rys. 6.25, wyznaczy¢ wymiar zewnetrzny
a przekroju rury. Lol .

Rozwiazanie. Poniewaz i, = i. = ‘/[ﬁ(a—Z(i)z]/lz, zatem a = 6+,/6if—62. Aby okresli¢
przedzial, w ktérym znajduje si¢ szukane 4, wezmy A = A, = 100, wtedy i, = [/A = 5cmia = 12,7 cm.
Obliczajac A = a*—(a—20)> = 24,4cm? i 0 = P[4 = 164 MPa widzimy z rys. 6.25, z¢ 6 > (ad,‘,p);_ — 100,
a réznica Ag = 0 — 04 — 74 MPa. Wynika stad, ze szukane A jest w przedziale smuktosci (0,100).
Wezmy warto$¢ posrednia A = 50, dla ktoérej obliczone jak poprzednio i, = 10 cm, a = 25,0 cm,
A =49 cm?, ¢ = 81,5 MPa, (0usp)_ ¥so = 113 MPa, a roznica Ao = 0—0gpp = —32,5 MPa. Z li-
niowej interpolacji Ac miedzy 4 = 100 i A = 50 mamy dla Ag = 0 w pierwszym przyblizeniu A = 65,

1 Umocowanie sworzni w korpusie wyklucza obrét koncow tacznika, i schemat odksztatcen
jest wedlug wariantu V (rys. 6.24).

11 Wytrzymato$é materialow
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dla ktorej analogicznie okreslamy a = 19,4 cm, ¢ = 106 MPa i ¢—04, = 4 MPa. Powtérna inter-
polacja liniowa miedzy A = 50 i 4 = 65 daje nowa warto$¢ A = 63, dla ktorej z techniczna dokladnos-
ciag mamy o % 04p i @ = 19,9 cm jako ostateczna odpowiedz.

6.6. Naprezenia przy zginaniu pretéw plasko zakrzywionych

Metody przedstawione w art. 5.6 moZzemy uogdlni¢ dla zbadania rozkladu naprezen
przy czystym zginaniu preta plasko zakrzywionego (rys. 6.27). Ograniczymy si¢ tu do
przypadku preta o przekroju zwartym i symetrycznym wzgledem plaszczyzny a-a dzialania
momentéw M. Przy takim uksztaltowaniu i obciazeniu pret odksztalca si¢ symetrycznie

Rys. 6.27. Obraz odksztalceri przy czystym zginaniu preta zakrzywionego

wzgledem plaszczyzny a-a. Niektore widkna, jak BB, ulegaja skroceniu, niektdre, jak A4,
wydhizeniu. Lezaca gdzie$§ migdzy nimi warstwa obojetna OO nie doznaje zadnego wy-
dtuzenia, jednakze jej pierwotny promien krzywizny g, ulega zmianie na 0o. Promienie g,
i po moga byé przy tym rézne w réznych punktach preta i tylko gdy pret jest ukiem
kota, wéwezas oo 1 go sa stale.

Podobnie jak w belkach prostych, tak i tu ustalimy najpierw zaleznosci dla wydtuzen
wzglednych i naprezen w poszezegdlnych widknach. Rozumowanie oprzemy na naste-
pujacych zalozeniach upraszczajgcych™:

a) tzw. hipotezie plaskich przekrojow, gloszacej, ze przekroje, jak AOB, plaskie i pro-
stopadte do osi preta przed odksztalceniem zostaja, jak A'O’B’, plaskie i prostopadie do
osi odksztalconej po zgigciu;

b) zaltozeniu, Ze odleglosci widkien w kierunku promieniowym nie ulegaja przy odksztat-
ceniu zmianie;

¢) zalozeniu, ze ewentualne naciski w kierunku poprzecznym do widkien sa pomijalne.

Rozpatrzymy teraz elementarny plasterek preta (rys. 6.28) przyjmujac na razie, ze

polozenia warstwy obojetnej przed i po odksztalceniu sa znane, przy czym/O_(\) =00 =

M 7Zwraca si¢ uwage, ze zatozenia b)ic) sa stuszne dla pretéw o przekroju zwartym. Dla pretow
o przekrojach cienkosciennych nie wolno ich stosowac.
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= As. Z zalozen a) i b) wynika, ze dlugosci pewnego widkna CC przed i po odksztat-
ceniu §a

N I ea N L
Q0 €o

gdzie z, — odleglo§¢ widkna od warstwy obojetnej, dodatnia w kierunku do $rodka
krzywizny. Wzgledne wydtuzenie & tego widkna jest
co-& :
= CECC_ (o ) m_ @

— ’
€o €o—2Zp

cC

a) T‘ b ) C)

orzed odksztatceniem po odksztatceniu

Rys. 6.28. Okreslenie wzglednych odksztatcen i rozkladu o

Uwzgledniajac na koniec zalozenie c), mozemy powiedzie¢, ze kazde widkno pracuje
Jak elementarny pret na $ciskanie lub rozcigganie, a warto$¢ naprezenia o jest

a=Es=—E(9? —1) cLrml (b)
Qo Qo0 —Zo

Zaleznosci (a) i (b) daja poszukiwang w tym etapie odpowiedz. Gdy pret jest pierwotnie
prosty (oo = 0), wéwczas wzory te przechodza we wzory (5.7) i (5.8) i w tym sensie
stanowia ich uogdlnienie. Gdy promien g, ma warto$¢ skoficzona, wéwezas rozktad o (z,)
nie jest liniowy, jak poprzednio, lecz hiperboliczny (rys. 6.28c). Gdy g > 0o i zo > O,
napreZenia sg $ciskajace i maja wigksze bezwzgledne wartosci niz w analogicznych wiék-
nach na zewnatrz warstwy obojetnej, tj. gdy zo < O.

Aby okresli¢ nie znane jeszcze wielkosci oo 1 oo, zauwazmy, ze pIzZy czystym zginaniu
odpowiadajaca znalezionemu rozkladowi o(z,) wypadkowa sita wzdluzna N = 0, a wy-
Padkowy moment M, = M, tj. momentowi gnacemu. Biorac dodatnie zwroty N i M,,
Jak na rys. 6.29, mamy wiec

N = fadA:—E (9?-—1) f Zodd _ (©)

Qo 00— 2o

A

11+
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2
M,=— fadAzo = +E (9‘,’ ) 244w, d)
€o Co—2o

gdzie symbol | oznacza sumowanie elementarnych sit ¢ d4 badZ elementarnych mo-
A

mentéw o dA z, po calym polu A przekroju. Poniewaz czynnik stojacy przed calka,
tj. E[(00/00)—1], nie jest réwny zeru, zatem z réwnania () otrzymujemy zalezno$§¢

f zodA —o, ©

—z
AQO 0

uktad zv;uqza.ny cent;'alny
z warstwq obo- uktad osi

warstwa obgjetna
4 Jetng

Rys. 6.29. Ustalenie zaleznofci mi¢dzy momentem a naprezeniami o

z ktérej mozemy wyznaczyé oo, a tym samym okreslié polozenie warstwy obojetne;j.
Uwzgledniajac z kolei, Ze
z5 2§ =200+ 2000 0o Zo

= = —zp+ =,
@o—Z2o Qo—2o0 Qo —20

mamy z réwnania (d) zaleznos§¢

M Qo ZodA
— — [ z,d4+ f }
(90 ) [ f N & Qo—zo]
4 A

w ktérej na mocy wzoru (€) druga catka jest réwna zeru, pierwsza zas przedstawia moment
statyczny S pola przekroju wzgledem warstwy obojetnej. Jesli §rodek ciezkoéci lezy na
zewnatrz warstwy obojetnej w odlegloSci e od niej (rys. 6.29b), to S = —Ae i

M=E (‘-",’ ) Ade. ()
Qo
Wstawiajac stad do (b) wielkos$¢ E [(eo/00)—1] mamy ostatecznie
M Zg
o " (6.21)

Z wzoréw (e) i (6.21) wynika, ze polozenie warstwy obojetnej i rozklad naprezen nie zaleza
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od materiatu, byleby byt on sprezysty. Jak wida¢ natomiast z wzoru (f), od rodza_]u ma-
terialu (modul E) zaleza odksztalcenia okre§lone zmiana promienia g, na go.

Wartoéé o, mozna obliczy¢ z zaleznosci (e) kilkoma sposobami. Najlepszym z nich
jest ten, W ktérym postugujemy sie centralnym ukladem osi yz (rys. 6.29b). Odczytujac
7z tysunku, Ze z, = z—e, @o—2Zo = r—2z, przeksztalcamy zalezno$é (e)

zdA
f [—@n f e &
oraz Tozwijamy w szereg wyraZenie
1 z z\? z\3
il 1y R ®
W wyniku otrzymujemy z réwnania (g)
2 2
ef(1+i+z—2+...)d,4'- fz(1+i+z—2+...)dA=o. @)
r r r r
4 A

Okazuije sie, ze w wigkszosci zagadnien istotne sg tylko dwa pierwsze wyrazy rozwiniecia (h).
Poniewaz osie y, z sa centralne, zatem

fda=4, [zda=0, [z2da=J,

A

A A
i wtedy z réwnania (i) mamy

Jy
ex . (6.22)
Jak wynika z licznych rachunkéw, wzér (6.22) daje dostateczna dla praktyki dokladnos¢
(blad mniejszy od 2%;), gdy
rih > 2,

gdzie h — gabarytowy wymiar przekroju w plaszczyznie zgiecia, a r — promien krzywizny
osi preta. W pretach bardzo silnie zakrzywionych, gdy rfh < 1, stosujemy inna metode
obliczenia (zadanie 2).
Wykorzystujac przyblizony wynik (6.22) i stosujac centrainy uklad osi yz mozZemy
wynik (6.21) przepisa¢ w postaci
M z—e.

7T G

o~ —

Zalezno$é ta przechodzi w znany wzdr (5.10), gdy pret jest pierwotnie prosty (r = o0).
W pretach stabo zakrzywionych (r/h > 10) réznice migdzy wynikami obliczonymi z wzoru
(6.23) i (5.10) sa male i z dokladnoscia rzgdu +57; mozna dla takich pretéw stosowac
wzdr (5.10).

Wynik (6.23) stuszny jest w zasadzie tylko przy czystym zginaniu. Podobnie jednak
jak w pretach prostych (art. 5.6) stosujemy go réwniez, gdy w zakrzywionym precie
moment gnacy jest zmienny, wstawiajac we wzorze (6.23) warto§¢ momentu gnacego
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odpowiadajaca danemu przekrojowi. Dopuszczalnoéé takiego postepowania zweryfiko-
wano do$wiadczalnie oraz przez porownanie z wynikami teorii sprezystosci.

Zmiennemu momentowi gnacemu towarzyszy istnienie sit poprzecznych wywotuja-
cych w przekroju preta naprezenia styczne t. Ich wartosci, podobnie jak w pretach pro-
stych, sa na ogét znacznie mniejsze od naprezeri normalnych. Z tego powodu przy ocenie
w pretach zakrzywionych zadowalamy sie przyblizeniem, stosujac identyczne wzory jak
dla pretéw prostych (art. 5.6).

Zadania

1. Udowodni¢, ze Scista wartos¢ go = A/f (dA/p), gdzie p odleglto$¢ badanego witékna od Srodka
krzywizny. A
Odp. Z rysunku 6.29b mamy po—2zo = 0, Zo = 0o—0 1 po podstawieniu do (e) otrzymujemy
o [ (d4/9)— [ d4 =0, skad go = A/f(dA/@), c.b.d.d.
A

A A
2. Dla preta o przekroju prostokatnym (rys. 6.29¢) obliczy¢ §cista warto$¢ e i poréwnaé z wynika-
mi wedlug (6.22), gdy r/h =11 rfh = 2.

Odp. Podstawiajac w wyniku poprzednim d4 = b dp mamy

0,
i 2 0= & S i
] /Q;f Glage In (g2/010) In [@2r+m)/2r—Mm)]

i gdy r/h = 1, wowcezas oo = 0,9103r, skad e; = r—po = 0,0897r; gdy r/h = 2, wowczas 9, = 0,9788r
ie, = 0,0212r. Z wzoru (6.22) mamy e, = 0,0833r i e, = 0,0209r, a wiec btad jest odpowiednio 7,2%
i1,5%.

3. Wyznaczy¢ ekstremalne naprezenia w przekroju a-a preta (rys. 6.30), jesli » = 30 cm, r, = 5 cm,
M = 10 kN m,

Odp. Z wzoru (6.22): ¢ =~ r,f/4r = 0,208 cm; z wzoru (6.23) dla z, = 5 cm jest g,,;, = —117 MPa,
dla z, = —5 cm jest 0max = 91 MPa.

. a
o E ]
b
v TR

T N

rsinoc=i

Rys. 6.30.

4. W precie (rys. 6.30) zwigkszono 1,5 raza wymiary przekroju: a) tylko w kierunku prostopadiym
do plaszczyzny rysunku; b) wszystkie wymiary. Jak zmienia sie warto$ci Omax 1 Gmin?

Odp. a) zmaleja 1,5-krotnie; b) nowe wartosci e’ = 2,25¢ =~ 0,47 ¢cm, z, = [zzl = 7,5cm i nowe
Omin & —37,7 MPa, 04, = 26,5 MPa. Zmiana warto$ci Om,, 1 0m;, nie jest wiec jednakowa (wplyw
czynnika z/r w mianowniku wzoru 6.23).
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5. Dobraé szeroko$é b prostokatnego przekroju preta (rys. 6.31), aby wspotczynnik bezpieczenstwa
byt 7. = 2. R. = 240 MPa.

Odp. W niebezpiecznym przekroju B jest M, = 8kNm i N = —10 kN (Sciskajaca). Poniewaz
rh> 2, stosujemy zatem wzory (6.22) i (6.23). Z pierwszego e = h%/12r = 0,15 cm, a z drugiego,
bjorac bo = 1 cm, mamy dla widkna wewnetrznego (z = 6 cm) Gy = —351 MPa. Od sity N napre-
senie 0 = N/A ~ —8 MPa, skad calkowite ekstremalne o] = |omln—|—o's| = 359 MPa. Aby zmniej-
szy¢ te naprezenia do wartosci dopuszczalnej k, = R./n. = 120 MPa, nalezy b zwigkszy¢ w stosunku
|g|/kc ~ 3,00, skad b. = 3by = 3 cm.

6. Pret o przekroju kotowym sklada sie z prostego odcinka AB i zakrzywionego BC (rys. 6.32).
jJakie sa ekstremalne naprezenia ¢ w przekroju B, jeSli M *=6kNm?

M* 2dd=8cm e

r=

Odp. Na to pytanie nauka o wytrzymatosci materiatéow nie daje Scistej odpowiedzi. W przekroju
tuz na lewo od punktu B mamy z wzoru (5.11): o5, = |6 | = 120 MPa, a tuz na prawo od punktu B
z wzoru (6.23): o)’ = 149 MPa, o}’ =—102 MPa. Migdzy tymi przekrojami nastapi pewne stopniowe
przejécie od prostoliniowego do hiperbolicznego rozkladu o. Zadanie to jest pokrewne do przedstawio-
nego na rys. 5.45b.

6.7. Optymalizacja ksztaltu belek

W dotychczasowych rozwazaniach badaliSmy gléwnie belki pryzmatyczne. Dla takich
belek ocena bezpieczeristwa badZ zagadnienie doboru wymiaréw sprowadzaly si¢ do
sprawdzenia postulatu (5.19) w niebezpieccznym przekroju. Tak na przyklad w belce
(tys. 6.33a) érednice d dobieramy z warunku (5.19) dla przekroju C, w ktérym M, =
= M, s W innych przekrojach, jak m-m, w ktorych My < Moeksir napreZenia w skraj-
nych widknach sa odpowiednio mniejsze. Oznacza to niepelne wykorzystanie wiadciwosci
materiatu lub — innymi stowy — przewymiarowanie wszystkich przekrojéw poza nie-
bezpiecznym. Jest rzecza jasna, ze w przekrojach tych czg$¢ materialu mozna usunac.
Naturalng granica tego jest osiagnigcie naprezen dopuszczalnych w skrajnych wicknach
kazdego przekroju. Je§li wigc moment gnacy M,(x) jest dany, to z powyZszego warunku
otrzymujemy niezbedny wskaznik W,(x):

M, (x)

W) = =

(2)

Jesli uksztaltowaé belke wedlug warunku (a), to belka ta, tzw. rdwnej wytrzymalosci, jest

L
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rozwiazaniem optymalnym, albowiem w kazdym jej przekroju material jest w peini wy-

korzystany. Nalezy jednak zauwazyé, ze warunek (a) nie okresla jeszcze ksztaltu belki,

gdyz te samg warto$¢ W, moga mieé rézne przekroje. OdpowiedZ bedzie jednoznaczna,

gdy ksztalt przekroju ustalono z pozostawieniem jednego tylko swobodnego parametru®,
b) ksztatt teoretyczny

a) P
p—— o E— a = b 4
o g r(-X"-:J?-‘{ Pbll X - !I P * Pa
|\m n_ 4 7= || el A =1 ==
1 [ _____.1!.."3 == '
Al! I Sy [Fc _ A
- Rl

bn E dzd_cffg [ \d=dcf/—%7‘

= uksztattowanie rzeczywiste

e : (

5 J‘) ¥ 8
B ——" _U s i
8 T ]

xy

Rys. 6.33. Ksztaltowanie belki réwnej wytrzymalosci

Ksztaltowanie belek réwnej wytrzymatoéci przesledzimy na przyktadzie watka (rys. 6.33).
W przekrojach m-m 1 n-n momenty gnace sa odpowiednio

M (x) = Pbx[l, M,x,)= Pax,/L
Spetienie warunku (a) dla przekroju kotowego, w ktérym W, = wnd3/32, daje $rednice
d(x) = }/32Pbx/nlk,, d(x\) = }/32Paxy/xlk,. (b)

Tak wigc na odcinku AC $rednica zmienia si¢ proporcjonalnie do SV;, a na odcinku CB
proporcjonalnie do i/ x;. W przekroju C obydwa wzory (b) daja te sama warto$é

d. = /32Pabjxlk,, ©
dzigki czemu poprzednie wyrazenia otrzymuja prosta forme
8/ e 3/ .
d(x) = dc l/% ,  d(x)i=dc % . (d)

Teoretyczny ksztalt watka réwnej wytrzymatosei (rys. 6.33b) nastrgcza trudnosci
wykonawcze, a ponadto nie uwzglednia takich realiéw jak lozyska, wprowadzenie sit itp.
Z tych powodow rzeczywiste uksztaltowanie odbiega od idealu. W zasadniczej czgsci
waltka na obrysie teoretycznym opisujemy uproszczony kontur, wygodny z uwagi na wy-
konanie. W miejscach wprowadzenia sil kierujemy si¢ innymi wzgledami, jak wymiary
tozysk, dbajac tylko o to, aby gabaryty rzeczywiste byly wigksze od niezbgednych teore-
tycznie. W rezultacie mamy belke (walek), ktora w zasadniczej swej czgsci cechuje si¢
cigglq zmiana przekroju.

) Na przyktad pelny przekrdj kolowy ma jeden parametr swobodny, tj. Srednicg¢ d; przekrodj
prostokatny o danej wysokosci & ma szeroko$¢ b jako parametr swobodny itd.
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Wykonanie belek nawet o uproszczonym ksztalcie i ciaglej zmianie przekroju nie zawsze
jest latwe. Wtedy zadowalamy si¢ rozwiazaniem, ktérego zasade podaje rys. 6.34. Przy-
pusémy, ze wzgledy wykonawcze zmuszaja do zastosowania walcowanej dwutedwki,
ktéra mozna wzmocni¢ przez dospawanie co najwyzej dwoch nakladek na kazdej z pétek.

O

—— —p— . . — - — 1

f=—
|
fom—|

Iy

qc?
(Mg)ekslr = 7

Rys. 6.34. Ksztaltowanie belki stopniowanej

Przy tych narzuconych warunkach zasadniczy profil (&) dobieramy tak, aby jego wskaznik
(W), stanowit tylko cz¢s¢, np. jedng trzecia, wskaznika (W,); dla przekroju B
(VVy)B = Mg ekstr/kr = qcz/2 kr .

Ten zasadniczy profil zapewnia bezpieczeristwo w przekrojach belki, w ktérych moment
gnacy M,(x) jest liczbowo mniejszy od rozporzadzalnego momentu (M),

(Mg)I = kr(Wy)l s

czyli na zewnatrz odcinka D,D,. Dla przekrojéw na odcinku D,D, profil zasadniczy
nalezy wzmocni¢. Dobierajac pierwsza pare nakladek tak, aby wskaznik (W )11 przekroju
(f) miat wartos¢ posrednia miedzy (W,); i (W,)p, mamy druga rozporzadzalna wartosé
(M)ir = k(W,)11 zapewniajaca bezpieczenstwo belki na odcinkach D,E, i E,D,.
Wreszcie na odcinku EE, belka musi mieé przekrdj (y), ktérego wskaznik Wit =
= (W,)g daje gwarancje bezpieczenistwa z uwagi na wystepujacy tam ekstremalny moment.
W rzeczywistosci dla skompensowania zjawiska karbu (rys. 5.45) nakladki musza mieé
nieco wigksza dtugoéé¢ od teoretycznie obliczonych. Ta sama reguta obowiazuje i w innych
przypadkach.

Wyznaczenie linii ugigeia wszystkich rozpatrywanych tu belek sprowadza sie do roz-
wigzania réwnania (5.20), .

w' = Myx)/EJ,,

W ktérym tym razem licznik i mianownik prawej strony sa funkcjami wspolrzednej x.
Sam sposéb rozwiazania (analityczny lub wykre§lny), dobér warunkdw brzegowych
zostaja takie same, jak omowione w art. 5.8 i 5.9. Dla belek rownej wytrzymatosci catko-
wanie mozna uprosci¢. Zauwazmy bowiem, Ze przez odpowiednie uksztaltowanie na-
Prezenie ekstremalne o, = &, w kazdym przekroju. Zgodnie zatem z podstawowg zale-
znoscig (5.8) mamy

k. =EzJo lub 1/o=k,/Ez, (e)

L
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gdzie z, — odleglos¢ skrajnego widkna w danym przekroju wyznaczona uprzednio z wa-
runku (a). Uwzgledniajac, ze ugigcia sa male mozemy, jak w art. 5.8, napisa¢ w'’ = 1/p,
skad

w' =kl[Ez,. )

W poréwnaniu z pryzmatycznymi belki réwnej wytrzymato$ci badz belki stopniowane
sa lzejsze. Techniczne znaczenie tego faktu moze byé rézne. I tak, w belce (rys. 6.34)
cecha ta oznacza oszczedno$é materiatu, co moze by¢ niekiedy uzasadnione ekonomicznie.
Inny sens ma lekko§¢ toczonego watka (rys. 6.33b), gdzie aspekt oszczednosci materiaiu
jest iluzja, gdzie natomiast moze zaleze¢ na redukeji sit masowych. Odrgbng kwestia jest
sprawa ugieé, ktore przy zadanych z gory obciazeniach sa mniejsze w belkach pryzmatycz-
nych. Ocena tego faktu moze by¢ rézna, niekiedy bowiem chcemy mie¢ jak najmniejsze
odksztalcenia (przyrzady pomiarowe), a niekiedy pozadane sa odksztalcenia duze (spre-

zyny gigtne).

Zadania

1. Wspornikowa belka o prostokatnym przekroju i & = const (rys. 6.35) ma by¢ belka rownej
wytrzymatosci. Wyznaczy¢ h.
Odp. hy = hg x/l, gdzie hy = 3qI*/bk, wysoko$¢ belki w przekroju B.

e b=2cm
= Y e
<o_> : h, 15cm 7
I e
oS ! 7
3

Rys. 6.35. Rys. 6.36. Rys. 6.37.

2. Watek (rys. 6.33a) o d = const ma by¢ drazony. Dobraé srednice wewnetrzna d,,, aby byl on
belka réwnej wytrzymatosci.

Odp. Na odcinku AC jest du(x) = i/d‘*—(32 Pbxd|wlk,), a na odcinku CB jest dy(x1) =
— V/d*—(32Pax, drlk:) .

3. Po drazonym watku o stalej $rednicy zewnetrznej przesuwa si¢ sita P (rys. 6.36). Znalez¢ ksztalt
wydrazenia, aby w kazdym potozeniu sity istnial przekroj, w ktorym o, = k,. Czy taki watek jest bel-
ka roéwnej wytrzymalosci?

Odp. W obranym potozeniu sity (Mp)exsir = Pa(—a)fl jest w przekroju C i dc =
— Vd*—[32Pa (I—a) djmik,]. Aby istniato rozwiazanie, dla kazdego a musi by¢ d* > [32Pa (I—a)/mlk,].
Prawa strona nierdwnoséci ma ekstremum, gdy a = /2, skad wynika dﬁ,,"> 8Pl/rk,. Oznacza to, ze
maksymalny rozporzadzalny dla pelnego przekroju moment (rd?/32) k, musi by¢ wigkszy niz maksy-
malny mozliwy moment P/f4, dziatajacy, gdy a = 1/2. Walek ten nie jest belka rownej wytrzymatosci
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4. Dla jakieg.o obciazenia belka (rys. 6.37) o przekroju prostokatnym (b = const) jest belka row-
nej wytrzymatosci? k, = 100 MPa.

odp. M, = (k bR}[6){1+1(h.—h)x/lhi]}?;  z zaleimosci dM,/dx = T, d2M,jdx* — —q (x)
otrzymujemy wynik podany na rysunku.

5. W belece rownej wytrzymatosci, np. z rys. 6.35, zmieniono: a) wartoéé g; b) wymiary wszystkich
przekrojow w tym s-amyrn stosunku. Czy belka zostanie belka réwnej wytrzymatosci?

Odp. Tak. Zmienia sie tylko napreienia.

6. Stozklowy walek podparty na korcach (rys. 6.38) obciazono momentem A *. Wyznaczyé katy
ugiQCia Py 1 Vs i

M¥
@d, 2d (x) 8 |
] ;:_1_ ‘IF/ # |?
f——r-———W 3
LR, | - '—{S
f— X ——{ 8
et [ — RE
Rys. 6.38. Rys. 6.39.

O@p. M, = M} x/l, EJ, = E (nd}/64) [v+ (1 —) (x/D]*, gdzie y = d,/d,. Po dwukrotnym scal-
kowaniu (5.20), wykorzystaniu warunkéw brzegowych (w),_o =0 i1 (w),_; = 0 mamy ostatecznie

Ba = — My U[6E (rd$[64) p*], &5 = M3 I[3E (nd2/64) ] .

Ry ]
d,=5cm @6cm  @7cm  @8cm  @Ycm Mg

A. ===y _rC___ ] (-} 18

- (= ] > = ] —>] )

¥ Rs

My 2kNm _4kNm .__SkNm ._SkNm 10KkNm = Y

i

Z,=31kNm? N0
——

7
2, VI

1,8

, , : 74 _md}
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= 6,5 KNm>—>

Rys. 6.40. Wyznaczenie ugi¢cia belki o przekroju zmiennym
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7. Przez odpowiedni dobér $rednicy d,(x) walek oparty na koficach A4 i B (rys. 6.39) jest belka
réwnej wytrzymatoéci, w ktorej k, = o. = 100 MPa. Wyznaczy¢ linig ugiecia i strzalke f; jesli E =
= 2-10° MPa.

Odp. Z wzoru (f) mamy w’’ = 2k./Ed; — const i po scatkowaniu w = —k, x ({—x)/Ed,. Linia
ugiecia jest wiec parabola, co jest pozornie sprzeczne z wzorem (e), z ktérego dla z, = d./2 = const
mamy @ = const, a wigc tuk kola. Powodem rozbieznosci jest uproszczenie, ze 1/o = w’’ (art. 5.8).
Réznice jednak sa nieistotne (male wyzszego rzedu). Strzatka

f=|(Weap2] = k. P/4Ed; = 0,75 mm .

8. Wyznaczy¢ wykreélnie lini¢ ugiecia belki (rys. 6.38). Przyja¢ E = 2-10° MPa, d, = 6 cm, d2 =
=10cm, ! =1m, M; = 10 kNm.

Odp. Po narysowaniu belki (rys. 6.40) z zaznaczeniem wymiar6w szeregu przekrojéw obliczamy
w tych przekrojach wartosci momentu M, oraz wartosci M, zmienione w stosunku J>/J,(x), gdzie
J, = nd*[64 moment bezwtadnosci przekroju B. Tak na przyktad w przekroju C jest J,(x) = n74/64 =
= 118 cm?*, M, = 4 kN m, skad '

(M,)c = 4-491/118 = 16,7 kN'm,
gdyz J, = w10%/64 = 491 cm*. Majac wykres ]\_/!, postepujemy jak opisano w art. 5.9. Wobec przyjecia
H = EJ,/150 rzeczywiste maksymalne ugigcie belki jest
f = Zmax /150 =~ 1,9 mm,

gdzie Zm.e = 0,28 m — maksymalna rzedna linii sznurowej. Dla sprawdzenia obliczmy jeszcze kat
ugiecia #,. Postepujac jak w przykladzie z rys. 5.56 mamy #4 ~ 25 cm/25 cm-150 = 6,7-107 rad,
podczas gdy Scista warto$¢ z zadania 6 jest 6,8-10~3 rad. Tak wiec btad nie przekracza 1,5%.

czZESC DRUGA

Bezpieczenstwo konstrukciji

ANALIZA STANU NAPREZENIA
| ODKSZTALCENIA

7

W bardziej zlozonych przypadkach obciaZenia preta ocena jego bezpieczefistwa wy-
maga glebszego, niz podane w art. 2.5 i 3.1, poznania wtasciwosci stanu naprezenia i stanu
odksztalcenia w danym punkcie ciata. Pojecia te, jak wiemy z art. 1.5 i 1.6, reprezentuja
calag mnogoéé wartoéci naprezen (badz odksztalcen) odpowiadajaca wszystkim mozliwym
przekrojom (badz kierunkom) przeprowadzonym przez ten punkt. W artykule 2.5 na
przykladzie rozciagania pokazano, Ze istnieja zaleznosci, ktore te cala mnogo$é porzadkuja.
Naszym obecnym zadaniem jest sformutowanie podobnych zaleznoéci w bardziej ogélnych
| przypadkach. Dla ujednolicenia postgpowania w kwestii i naprezen, i odksztalcen wpro-
wadzamy jako obiekt badania elementarng prostopadloscienng kostke wycigta mySlowo
z ciala w otoczeniu badanego punktu B (rys. 7.1). Na §cianach tej kostki istnieja naprezenia

Rys. 7.1. Elementarna kostka — podstawowy obickt analizy

pochodzace z oddzialywania na nig calej reszty ciala. Z uwagi przy tym na bardzo male

jej wymiary mozemy uwazaé, Ze naprezenia te rozlozonme sa réwnomiernie.
Poszukiwanie zaleznosci porzadkujacych wartodci naprezen i odksztalceri nosi nazwe

analizy stanu naprezenia i odksztalcenia. Jej zakres dobrano tu jako minimum niezbedne
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w nauce wytrzymato$ci materialéw. Bardziej szczegétowe informacje oraz niektére do-
wody sa przedmiotem teorii sprezystosci.

7.1. Analiza plaskiego stanu naprezenia

Jako pierwsze zagadnienie analizy naprezen rozpatrzymy przypadek, gdy na prosto-
padle do osi 1i 2 $ciany kostki dzialajg naprezenia o4 i 0,, a $ciany réwnolegle do plasz-
czyzny 1,2 sa nieobcigzone (rys. 7.2a). Taki stan naprezen nazywamy plaskim lub dwu-
wymiarowym. Zakladamy na razie, ze ukosny przekrdj ab jest prostopadly do nieobcia-
zonej $ciany ABCD. Ustawienie tego przekroju okresla‘®’ kat « badZ kat f = a—(n/2).

Rys. 7.2. Analiza plaskiego (dwuwymiarowego) stanu naprezenia

Sktadowe napre¢zenia o, i 7, wyznaczymy stosujac zasade superpozycji, w rezultacie czego
mamy dwa stany. Pierwszy z nich przedstawia rozcigganie w kierunku osi I, drugi —
rozciaganie w kierunku osi 2. Odpowiadajace tym sktadowym stanom napreZenia o, 7.,
o, i1, okreslamy z wzoréw (2.13) i (2.14)

6, =0,c082a, T.,=o0,s8IN0COSA,

6!l =0,c082 f =0,sin%a, 1T, =o0,sinfcosf= —a,sinacosy.

Po zlozeniu wynikéw mamy ostatecznie poszukiwane zaleznosci

. oc,+06, o,—0
6,=0,cos2a+0,sin%a = % + —172 % cos2a, (7.1
0,—0, .
T, =T, 41 = 3 2 sin2¢. (7.2)

Wida¢, ze poprzednie zaleznosci (2.13) i (2.14) sa szczegdlnym przypadkiem wzordw (7.1)
1(7.2), gdy 6, = 0 i g, = 0. Podobnie widaé, 7e o, oscyluje miedzy granicznymi warto-
$ciami o,(« = 0, & = 7) i 05(a = 7/2, @ = 3%/2), podczas gdy 7, zmienia si¢ w przedziale
+ (0, —0,)/2. Obowiazuje przy tym ta sama co w art. 2.5 umowa o znakach o, i 1,, jak
réowniez te same uwagi o prowadzeniu w rozpatrywanej kostce przekrojéw wielokrotnych
(rys. 2.15). W szczegdlnosei stwierdzamy, ze w dwdch prostopadlych przekrojach, okre-

(1 Identycznie jak w art. 2.5, kat miedzy dana osia a zewnetrzng normalna s jest dodatni, gdy ob-
rot od tej osi do osi n jest przeciwzegarowy. Tak wigc na rys. 7.2 mamy « > 0, § < 0.
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glonych odpowiednio katami « i a+(w/2) naprezenia T, i T,4.(rj2) Maja zawsze rowne
wartoéci bezwzgledne (zasada symetrii naprezen stycznych). Jesli naprezenia o, lub o,
sa $ciskajace, to, zgodnie z umowa, nalezy we wzorach (7.1) i (7.2) wstawi¢ ich wartosci
ze znakiem minus.

Wynik analizy, tj. wzory (7.1) 1 (7.2), mozna przedstawi¢ wykreslnie w postaci tzw. kola
Mohra. Biorgc mianowicie uktad wspdtrzednych o, i 1, (rys. 7.3b) zbudujmy koto o §rodku 4
lezacym na osi odcigtych w ten sposéb, aby odcigte 0l = g4, 02 = 0,. Kreslac nastepnie
promiei AN pod katem 2a, tj. réwnym podwojonemu katowi o na obrazie kostki‘”

D) A

Rys. 7.3. Kolo Mohra dia ptaskiego stanu napre¢zenia

(rys. 7.3a), otrzymujemy punkt N. Jego wspétrzedne OB i BN daja w obranej skali alge-
braiczne wartosci o, i 1,, albowiem

OB =0A+AB=0A+ANcos2a, BN = ANsin2a,
a poniewaz OA = (0,40,)/2, AN = Al = (6,—0,)/2, zatem

0B = 21792 + D202 cos2, BN =

G1—0;

2

sin2a,

czyli zaleznoéci identyczne z wzorami (7.1) i (7.2). Jedli teraz na obrazie kostki (rys. 7.3a)
zmieniamy kat «, a wigc i ustawienie przekroju ab, to punkt N wedruje po kole Mohra
w dwukrotnie szybszym tempie. I tak, rozpoczynajac od punktu I, gdy 2a = 0, 0, = 7,
1, = 0, przechodzimy stopniowo do punktu D, w ktérym 2o = wn/2, g, = (0, +0,)/2,
a warto$¢ 1, = (6, —0,)/2 jest maksymalna i odpowiada przekrojowi ab okreslonemu
przez o = w/4. Powiekszajac dalej kat 2o dochodzimy do punktu 2 (6, = 65, 7, = 0),
a odpowiadajacy przekroj ab jest prostopadly do osi 2 (¢ = =/2). Podobnie przesledzimy
wedrowke punktu N po dolnym tuku kota Mohra, czemu na obrazie kostki odpowiada
kat a; > (w/2) (vys. 7.3¢). Jesli w kostce mamy dwa przekroje prostopadle do siebie,
okreslone katami o i a; = a+(r/2), to odpowiadajace im punkty N i N, kota Mohra
leza na jednej $rednicy, skad wynika

Totnjz2 = —Ta- (2)

) Kat 20 migdzy punktami okregu nalezy odmierzyé z tym samym zwrotem wzgledem Srodka
kota co kat « na obrazie kostki.
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Powyzsza dyskusja odpowiada sytuacji, gdy o, > ¢, > 0. Jesli jedno z naprezen jest
$ciskajace, a wiec ujemne, to jego warto$¢ nalezy odlozy¢ na lewo od punktu O. Kilka
wariantéw stanu naprezenia i odpowiednich kot Mohra podaje™ rys. 7.4,

¢) j=or 1
St Ao 1
0z =07

Ox=const =0,
Ta=0

Rys. 7.4. Przyktady stanéw naprezenia i odpowiednich k6t Mohra
a) dwuwymiarowe rozciaganie, o, < 02; b) proste sciskanie, o, =0, a2 < 0; ¢} dwuwymiarowe réwnomierne rozciaganie
g, = 0, > 0; d) przypadek o; < 0, 0, > 0

Z kota Mohra odczytujemy bezposrednio widoczne wilasciwosci plaskiego stanu na-
prezenia, a mianowicie;

a. Istnicjg tylko dwa przekroje (Scislej dwie rodziny przekrojéw), w ktdrych panuja
tylko naprezenia normalne o, = 0y, 0, = 05, a 1, = 0. Przekroje te, tzw. przekroje
glowne, sa wzgledem siebie prostopadte. Naprezenia normalne w tych przekrojach, tj. o 1 0,
nazywaja si¢ glownymi naprezeniami.

b. Naprezenia gtéwne sa ekstremalnymi wartosciami naprezenia o, 1 zawsze spetniona
jest nierownosé

0, <0,<oy, jesh o,>0,. (7.3)

c. Ekstremalne napreZenia styczne wystepuja w przekrojach dwusiecznych wzglegdem
przekrojow gtéwnych, tj. o = +(n/4). Ich bezwzgledna wartoéc jest ta sama i wynosi
| 0y —0

| e
u,T,ekstr | 2 L]

(7.4)
a wiec rowna sie polowie algebraicznej réznicy naprezen gtownych.

W rozpatrzonych dotad zagadnieniach stan napreZenia podany byl przez naprezenia
gléwne, a celem bylo wyznaczenie napreZen w jedno- lub wielokrotnych przekrojach
obréconych wzgledem przekrojow gtéwnych. Jak widaé, choéby z rys. 7.2, wyniki takich
zagadnien, zwanych prostymi, maja postaé bardziej ztozona niz stadium wyjsciowe. W prak-
tyce spotykamy si¢ czesciej z zagadnieniami odwrotnymi, gdy w wyjsciowym stadium
na dwdch prostopadiych parach $cian kostki dane sa naprezenia oy, 6, i © (rys. 7.52).
Te ostatnie, zgodnie z zasada symetrii, sa réwne co do bezwzglednych wartosci i sa skie-

() Pozadane jest nabycie wprawy w korelowaniu przekroju na obrazie kostki z punktem na kole
Mohra i rysowanie obrazu naprezen na rysunku kostki otrzymanych z kola Mobhra.
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rowane badz do wspolnych krawedzi, badz od nich. Poszukiwanymi wielko$ciami sa teraz
napre¢zenia gldwne o, i 0, oraz kat o okre$lajacy ustawienie przekrojéw gtéwnych na obrazie
kostki.

b) Taeh

Rys. 7.5. Rozwiazanie odwrotnego zagadnienia analizy stanu naprezenia

Zagadnienie odwrotne najlatwiej rozwiazaé¢ postugujac si¢ kotem Mohra. W kole tym
(rys. 7.5b) znamy wspotrzedne punktu X, tj. 0.1 +1, i punktu Y, tj. g, 1 —, reprezentujace
naprezenia w przekrojach prostopadtych odpowiednio do osi x i osi y. Ponadto wiemy,
7e punkty te leza na jednej $rednicy, gdyz odpowiadajace im przekroje ab i ac sa do siebie
prostopadle (poréwnaj punkty N i N, na rys. 7.3b). Laczac zatem punkty X i ¥ otrzymu-
jemy $rodek A4 i1 promien 4X, a wigc wszystkie dane potrzebne do wykre§lenia kota
Mohra. Punkty I i 2 przeciecia tego kota z osia o, daja odcinki 01 i 02 reprezentujace
w obranej skali naprezenia gtéwne ¢, i o,. Ponadto odczytujemy katy 2« i 28 réwne
podwojnym katom, ktére na obrazie kostki o§ x tworzy z osiami [ i 2 okreslajacymi
gléwne przekroje. Jak widaé, przejécie na kole Mohra od danego punktu X do poszuki-
wanego punktu / odbywa si¢ wspétzegarowo. W tym samym zatem kierunku musi zachodzié
na obrazie kostki przej$cie od danej osi x do poszukiwanej osi I (rys. 7.5¢). Podobnie
okre§lamy potozenie osi 2. Rysujac na koniec przekroje prostopadie do znalezionych
osi 112 1 dzialajagce w tych przekrojach naprezenia o, i ¢, mamy szukane rozwiazanie.

Opisana konstrukcja wykreslna utatwia sformutowanie analitycznych zaleznosci miedzy
wielko§ciami danymi, tj. o,, o,, 7, @ poszukiwanymi, tj. 6, 6, 1 &. Z rysunku 7.5b wida¢, ze

OA = (0s4+0,)2, AB=(cu—0)2, AX =V AB*+BX?, BX—r,

skad otrzymujemy poszukiwane wielkosci:

1| — =  o.to, /[(E—ayjz o
.y [ = OAAX =202 1] T, (7.5)
BX 2
oy =0 ik = R Ty (7.6)
AB O-x—o-y

Znak minus we wzorze (7.6) wynika stad, ze dodatnim wartosciom BX i AB odpowiada
na rysunku kostki ujemny kat o (rys. 7.5¢c).

12 Wytrzymalosé materialow
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Podobnie mozemy obliczy¢ i inne wielkosci, np.

_AY — (O’x—O'J.'}E —2. 7.7
rmax—AX——'/T-l-’r. 1.7

Wyniki (7.5)+(7.7) stanowia analityczne rozwiazanie zadania odwrotnego rowno-
rzedne metodzie wykreslnej. W teorii sprezystosci 1 plastycznoéci stosuje si¢ je czgsto
jako punkt wyjécia do dalszych rozwazan. Istotna rzecza jest przy tym pamigtaé, ze
wszystkie te wyniki (analityczne i wykreslne) stuszne sa, gdy ukosny przekréj, w ktorym
badamy naprezenia, jest prostopadly do nieobciazonej $ciany kostki.

Zadania

1. W kostce (rys. 7.3a) mamy o, — 60 MPa, o, = —30 MPa. Wyznaczy¢ napre¢zenia na bokach
kostki, wycigtej jak na rys. 2.15, gdy «, = 20°.

Odp. 0200 = 0200° = 49,5 MPa, 0,190 = 0290° = —19,6 MPa, 700 = —T110° = T200° = —T290° =
= 28,9 MPa.

2. Z kostki (rys. 7.4c) wycieto: a) dowolny graniastostup, b) walec kolowy. Jakie napreZenia panu-
ja na bocznej powierzchni?

Odp. a) 7, = 0, 0, = 0y = 0, = const; b) to samo cow (a), gdyz walec mozna traktowac jak gra-
niastostup o nieskonczenie wielkiej liczbie bokéow.

3. Postugujac sig¢ kolem Mohra (rys. 7.3b) dowiesc, ze: r = (01—0,) (0,—02).

Odp. Wiadomo, ze BN jest érednia geometryczna odcinkdw Bl i ZB czyli (BN)2 — (2B) (BI),
c.b.d.d.

4. Podaé¢ warunek odnosnie do o; i o, (rys. 7.2a), aby istnialy przekroje (Scislej rodziny réwnole-
gtych przekrojow), w ktorych o, = 0. Narysowaé te przekroje, jesli 6, = —30 MPa, o, = 50 MPa.

Odp. Warunek: o, 02 < 0 (patrz rys. 7.4d); tg2a = j;}/15, o = +37,8°,

K77 T =-30MPa
l =60MPa

Rys. 7.6. Przyktad liczbowy zagadnienia odwrotnego

5. W podanej kostce (rys. 7.6a) \\yzmczyc wykresinie (z kota Morha) wartosci gtownych napre-
zen i potozenie glownych przekrojow.

Odp. Podanym zwrotom v odpowiada ujemna rzedna dla punktu X i dodatnia dla punktu Y
(rys. 7.6b). Po okresleniu srodka A4 i promienia AX = 50 MPa otrzymujemy ¢, =70 MPa, 6, = — 30 MPa,
a ponadto tg2x; — 0,75, skad «, ~ 18,5°. Kat «, na obrazie kostki odmierzamy w tym samym kie-
runku co i kat 2x, na kole Mohra przy przejiciu od punktu X do punktu /. Kostka ABCD odpowiall-
dajaca przekrojom gtéwnym (cys. 7.6¢) jest ta, z ktorej wycieto pierwotna kostke abed o danym stanie
naprezen.
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6. W kostce (rys. 7.6a) zmieniono tylko o, na g, = —60 MPa. Obliczyé wartosci naprezen o, i o,
oraz wartos$¢ kata «.

Odp. Z wzordéw (7.5): oy = —3,9 MPa, o0, = —76,1 MPa; z wzoru (7.6) mamy tglx =
= —2(—30)/(—40) = —1,5, 20 = 123°44’, « = 61°52".

Uwaga. We wzorze (7.6) nalezy wzia¢ algebraiczna wartos¢ T odpowiadajaca przekrojowi pros-
topadiemu do osi x, a odpowiedzi na kat 2« poszukiwaé w przedziale (0, 180°).

7. Zostawiajac bez zmian o, i 7 (rys. 7.6a) znalezé wykreslnie taka warto$é o,, aby stan napreze-
pia byl prostym rozciaganiem.

Odp. Prowadzimy odcinek OX (rys. 7.6) i jego symetralna. Jej przecigcie z osia o, daje Srodek A4,
i promien A; X nowego kota Mohra. Rzgdna punktu Y jest nadal 30 MPa, skad g, = 15 MPa, ¢, =
=2A4,X = 75 MPa.

8. Jak zmienia si¢ wyniki zadan 5 i 6, jesli zwroty wszystkich skladowych naprezen zmienic na
przeciwne?

Odp. Przekroje glowne nie zmienia sie; wartosci ¢, i 0, sa przeciwne.

9. W Kkostce (rys. 7.6a) znaleZ¢ przekr6j, w ktorym o, = 1T,

Odp. Rysujac z punktu O (rys. 7.6b) dwie proste T, = 0, wyznaczamy na kole Mohra cztery
punkty stanowiace cztery odpowiedzi. Przekroje sa parami symetrycznie ustawione wzgledem osi 1
(rys. 7.6c).

7.2. Uproszczona analiza tréjwymiarowego stanu naprezenia

Logicznym uogdlnieniem plaskiego stanu naprezenia jest stan tréjwymiarowy, gdy
na $ciany kostki dzialaja naprezenia normalne ¢y, 0, i o3 (rys. 7.7a). NapreZenia te wobec
braku naprezen stycznych nazwiemy, jak poprzednio, gidwnymi. Zbadajmy teraz na pre-
zenia W uko$nym przekroju abc réwnoleglym do osi 3 (rys. 7.7b). Naprezenie o, nie
wplywa® tu zupelnie na o, i ., ktére wyznaczone zostaja jak w art. 7.1. W wyniku o, i 7.,
reprezentowane sa przez punkt N kola Mohra zbudowanego dla giéwnych naprezen o,
i g,. Powtarzajac to rozumowanie dla przekrojow def i ghi réwnolegtych odpowiednio
do osi 211 1 (rys. 7.7¢, d) otrzymujemy punkty N i N'* okre$lajace sktadowe naprezenia
ot T, 7" w tych przekrojach. Przenoszgc te trzy kola Mohra na jeden wykres
(rys. 7.8a) mamy obraz, ktéry w analizie tréjwymiarowego stanu naprezenia spelia
podobng rolg, jak pojedyncze koto Mohra dla stanu dwuwymiarowego. W teorii spre-
zystosci bowiem dowodzi si¢, ze naprezenia o, i 1, w przekroju klm nachylonym do
wszystkich osi 1,2 1 3 (rys. 7.8b) reprezentowane sa pewnym punktem N lezacym w polu
zakreskowanym na rys. 7.8a. Wynika stad wazny wniosek, Ze maksymalne naprezenie
styczne ma wartos¢ rowna promieniowi najwigkszego kota Mohra i jedli o; > 0, > 03, to

. | 01 —03 |

[Thmax = J—z . (7.8)
Widac réwniez, Zze naprezenie 1,,,, dziata w przekroju, ktdry jest réwnolegly do $redniego
naprezenia (0,) i jednoczeénie dwusieczny w stosunku do pozostatych osi.

Przedstawiona analiza stanowi analogie do omdwionego w art. 7.1 zagadnienia prq-
stego. Rozwiazanie zagadnienia odwrotnego ograniczymy do wariantu, gdy w stadium

i) Wypadkowa z naprezeh o; ma obydwéch $cianach poziomych jest réwna zeru,
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wyjsciowym jedno z naprezen normalnych, np. 73, jest gléwne (rys. 7.9a), w takiej bowiem
postaci tréjwymiarowy stan napreZenia wystepuje w przewazajacej wigkszosci zagadnien
technicznych. Poréwnujac ten obraz z rys. 7.7b widzimy, Ze wyznaczenie pozostatych
gtéwnych napreZed o, i 0, jest zagadnieniem odwrotnym plaskiego stanu oy, 0, i 7,

a) 3 b T c)

Rys. 7.9. Typowe zadanie odwrotne tréjwymiarowego stanu naprezenia
a) obraz ukladu naprezer; b) konstrukcja k6t Mohra; c) wynik analizy, gdy o3 = 0.

a jego rozwiazanie stanowi koto Mohra XIY2 (rys. 7.9b). Po naniesieniu punktu 3
reprezentujacego naprezenie o5 dorysowujemy dwa pozostate kota, dajace pelny obraz
tréjwymiarowego stanu. Rozwiazanie to jest stuszne i dla dwuwymiarowego stanu (rys. 7.9¢),
w ktérym o5 = 0. Jak widad, takie uwzglednienie trzeciego naprezenia gléwnego o zerowej
wartosci jest istotne dla okreslenia 7n,;, gdy pozostale naprezenia glowne o, 10, sa tego
samego znaku.

W odréznieniu od przyjetego poczatkowo przedstawienia tréjwymiarowego stanu
przez naprezenia gtdwne, ogdlny obraz takiego stanu jest bardziej zlozony (rys. 7.10a).
Wypadkowe napr¢zenia py, p,, p, na poszczegolnych parach $cian kostki sa stale co do

Rys. 7.10. Sktadowe ogdlnego trojwymiarowego stanu naprezenia
a) uklad wypadkowych naprezen ps, p,, p- i ich rozklad na skiadowe normalne oy, oy, 0. i wypadkowe styczne Ty, T,, 75 b) rozklad

Ty, Ty, T- Na skladowe Tryy w0y Tox

wartoéci i kierunku, nie sa one jednak prostopadle do $cian. Okreslenie kazdego z trzech
napreZen p wymaga podania trzech skladowych. Mogloby sie¢ wiec wydawaé, ze do opi-
sania takiego stanu nalezy podaé dziewigé niezaleznych od siebie wartos$ci, tzn. trzy skla-
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dowe normalne o,, 0,, 0, oraz sze$¢ skltadowych stycznych™ <., 7., T)x, Tyz> Tax»> Tay
(rys. 7.10b). Tak jednak nie jest, gdyz skladowe te musza spelniaé sze$é réwnan réwnowagi.
Trzy z nich, a mianowicie réwnania sumy rzutéw sil, sa spelnione tozsamosciowo. Nie
dotyczy to jednak réwnan réwnowagi momentéw i na przyktad réwnanie takie wzgledem
osi przechodzacej przez $rodek kostki i réwnoleglej do osi z daje zalezno$é

Tyx AEFD b + 1yx AABC b _ Txy AABE a i Txy ACDF a

3 2 g 7 0 @)

w ktorej Aprp = Aupc = ac, A pr = Acpr = bc oznaczaja pola odpowiednich $cian
EFD, ..., CDF. Podstawienie tych wartosci do réwnania (a) i skrécenie przez abc daje
w wyniku

Tyx —Txy = 0. (b)

Piszac analogiczne dwa réwnania réwnowagi momentéw wzgledem pozostalych osi
otrzymujemy ostatecznie wynik

Txy = T}'X’ T}'Z b sz, TZX i TXZ’ (7'9)
ujmujacy ogoélnie zasade symetrii naprezen stycznych, a mianowicie:

dwa skiadowe naprezenia styczne dzialajqce na dwdch prostopadlych Scianach i prosto-
padle do wspdlnej ich krawedzi majq jednakowe wartosci i sq skierowane albo do tej krawedzi,
albo od niej.

Zalezno$é (7.9) stanowi uogdlnienie zaleznosci (d) z art. 2.5 i zaleznosci (a) z art. 7.1,

"a ré7nica znakéw jest tylko pozorna.® Konsekwencja tej zaleznoSci jest, Ze liczba nie-

zaleznych wielkosci okreSlajacych ogdlny stan napreZenia (rys. 7.10a) jest tylko sze$c.
Wielkodci te, tj. 05, 0,, 0;, Txy, T,; 1 T, N0sza nazweg skladowych stanu naprezenia. Ich rola
w nauce wytrzymatosci materiatéw jest podobna, jak pojecie sktadowych wektora w me-
chanice. Wyjaénia to nastgpujaca analogia. Wezmy mianowicie wektor R (rys. 2.16a)
i potraktujmy osie x,y jako wustalone. Skltadowe P; i P, mozna wtedy traktowaé jak
skalary, polaczenie ich jednak w zespdt, w ktérym skalar P, odpowiada osi x, a P, osi y,
tworzy nowa wielko$¢ fizyczna, tj. wektor R, podlegajaca innym prawom (np. dodawania)
niz elementy skladowe. Identyczna sytuacje mamy w kwestii naprezen (rys. 7.10), gdzie
Dx»> Dys D; 58 wektorami zwiazanymi z odpowiednimi §cianami kostki (analogia do skala-
réw P, i P,), ich jednak zespdl tworzy nowa, podlegajaca innym prawom niz wektory,
wielko$¢ fizyczna, tj. stan naprezenia. Na tym tle powinno by<¢ jasne, ze dodanie do siebie
wektordw naprezen dzialajacych w dwdch réznych przekrojach jest tak samo bezsensowne
i bledne, jak algebraiczne dodanie skiadowych wektora na rézne osie.

) W znakowaniu tym pierwszy wskaznik okresla, 7e naprezenie dziala na $cianie prostopadlej
do osi o tym wskazniku. Wskaznik drugi okresla oé, w kierunku ktorej dziata dana sktadowa. Tak wiec
7.z jest to skladowe naprezenie styczne dzialajace na $cianie prostopadlej do osi z i réwnolegie do osi x.

(2) W art. 2.5 i 7.1 rozrézniono naprezenia styczne wedtug tendencji obrotu kostki. Byto to pozy-
teczne przy komstrukcji kota Mohra. W analizie tréjwymiarowego stanu napre¢Zenia utrzymanie po-
przedniej umowy, aczkolwiek mozliwe, nie jest celowe i prosciej jest od razu zatozyé dodatnie zwroty T,
jak na rys. 7.10b.
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Zadania

1. W kostce z rys. 7.7a jest ¢, = —60 MPa, ¢, = 30 MPa, g3 = —10 MPa. Narysowa¢ uktad
k6t Mohra, wyznaczyé naprezenia w przekroju jak na rys. 7.7b, gdy o’ = 30°. Obliczy¢ warto$¢ Tpa,.

0dp. o, =—37,5 MPa, 7, = —39,0 MPa, dodatnie 7, jak na 1ys. 7.7b; Ty = 45,0 MPa, w prze-
kroju dwusiecznym (o” = 135°).

2. Na kostke (rys. 7.8b) dzialaja 0; = 0, = 03 = —50 MPa. Wyznaczyé o, i 7, w dowolnym prze-
kroju klm kostki.

Odp. 0, = —50 MPa, 7, = 0, bo uktad kot Mohra staje si¢ punktem.

3. W kostce (rys. 7.92): o, = —80 MPa, 0, = 0, 7 = 40 MPa, 0, = 03 = 50 MPa. Wyznaczy¢
Tmax 1 polozenie przekroju, w ktérym ono dziala. :

Odp. Tmax = 73,3 MPa dziala w przekroju réwnolegtym do osi 2 okre§lonym katem «’’ = 135°
(rys. 7.7c).

4. W kostce (rys. 7.9a): 65 = 0y, za§ T = 30 MPa i g, = 03 = 50 MPa. W jakich granicach mozna
zmieniaé oy, aby Tmay < 50 MPa?

Odp. Zadanie najlepiej rozwiaza¢ wykreslnie. Ostateczny wynik jest —20 MPa < 0, =0, <
< 120 MPa.

5. W kostce (rys. 7.9a): o, = 20 MPa, v = 30 MPa, o, = g; = 50 MPa. W jakich granicach
mozna zmieniaé oy, aby Tm.x < 50 MPa?

Odp. —37 MPa < o, < 100 MPa.

7.3. Uproszczona analiza stanu odksztalcenia

Analize stanu odksztalcenia rozpoczniemy od zbadanie przypadku, gdy elementarna
kostka abced doznaje wydluzen wzglednych ¢, i &, w kierunku osi I i 2, a katy proste w na-
rozach nie zmieniaja si¢ (rys. 7.11a). Wyznaczmy odksztalcenie wzgledne ¢, dla elementu

a) , 2 D) .
e e ¢! 2
1d f?i n
A !

~ | 1

~ (2.4

21l de 0

o G

\

ll ¢ n*‘ Il
| |d b !
A b
Lo
l1(1+€1) =+

Rys. 7.11. Analiza plaskiego stanu odksztalcenia

lezacego na osi n. Zadanie to sprowadza si¢ do rozpatrzonego juz w art. 2.5 przypadku
(tys. 2.17), jesli zamiast wprowadzonych tam oznaczen: odksztalcenia ¢ w kierunku osi x
i odksztalcenia —ve w kierunku y wstawié¢ odpowiednio ¢, i &,. Zostawiajac czytelnikowi
dokonanie tych podstawieri podajemy od razu poszukiwany wynik zastepujacy wzor (g)
Z art. 2.5, a mianowicie

g, = &, Cos? o +¢,sin’a. (7.10)
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Podobnie zamiast wzoru (j) z art. 2.5 otrzymujemy
Ye=2(g; —¢&,)SInacoso, (7.11)

jako kat odksztalcenia postaciowego miedzy osia On a osig stowarzyszonq On*, obrécona
wzgledem On o kat (—m/2).

Poréwnujac wzory (7.10) i (7.11) z wynikami analizy stanu naprezenia (wzory 7.1 i 7.2)
widzimy, ze s3 one identyczne, jesli zamiast o, 1 7, wstawi¢ odpowiednio ¢, i y,/2, a kierunek
normalnej n do przekroju (rys. 7.2) utozsami¢ z kierunkiem On, w ktérym okreslamy
odksztalcenie e. Przy zachowaniu tych regut wszystkie wnioski i rozwazania z art. 7.1
mozna bez zmian przenie$¢ na analiz¢ stanu odksztalcenia. W szczegdlnosci dotyczy to
kota Mohra dla odksztalcen (rys. 7.11b), w ktérym punkt N reprezentuje ¢, i 7,/2 odpowia-
dajace kierunkowi On, a punkt N; wielko$ci €, (j2) 1 Voi(n2)/2, 2dy kierunkiem podsta-
wowym jest On;, a stowarzyszonym On}. Widaé, Z€ y,i(2) = —7V,. Jest to jasne, gdyz
zmniejszeniu kata nOn* towarzyszy takie samo zwickszenie kata n10n-f (rys. 7.11c).
Ponadto mamy, Ze

Ymax = (&1 _62) (712)

odpowiada kierunkowi dwusiecznej migdzy osiami 7 i 2. Tak samo transponujemy pojecia
prostopadtych do siebie kierunkdw giownych, ktére po odksztalceniu zostaja prostopadte
(y, = 0). Odpowiadajace kierunkom gtéwnym wydfuzenia gldwne ¢, i e, sa ekstremalnymi
warto$ciami wszystkich wydtuzen e,. Podobne wreszcie sa zagadnienia, Tak wiec mamy
zagadnienia proste (dane kierunki giéwne oraz e, i ¢,, poszukiwane ¢, i y, w podanym
kierunku) i odwrotne, gdy w stadium wyjéciowym sa dane wydluzenia e, i ¢, w kierunku
osi x i y oraz kat y,, odpowiadajacy tym osiom, a szukamy gléwnych kierunkéw i gtéwnych
wydtuzen.

Otrzymane wyniki umozliwiajg analize tréjwymiarowego stanu odksztalcenia, gdy
elementarna kostka zostajac prostopadtoscianem doznaje wzglednych odksztalceri ¢, e, €5

Rys. 7.12. Analiza trojwymiarowego stanu odksztalcenia

w kierunku osi 1,2,3 (rys.7. 12a). Okreslenie odksztalcen wzglednych w kierunkach
prostopadtych do siebie osi x i z lezacych w plaszezyZnie (I, 3) jest powtdrzeniem zadania
z rys. 7.11. W rezultacie te odksztalcenia ¢, i &. oraz kat odksztalcenia postaciowego 7.,
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reprezentowane sa punktami kola Mohra zbudowanego na odksztalceniach ¢, i &5, jako
gtéwnych. Podobnie dla osi lezacych w plaszezyznach (1, 2) i (2, 3) otrzymujemy punkty
k6t Mohra zbudowanych odpowiednio na odcigtych ¢, i &, oraz na &, i &5 {rys. 7.12b).
Okazuje sig, ze dla dwéch dowolnie zorientowanych w przestrzeni i prostopadtych do
siebie kierunkéw wydtuzenie e, w jednym z kierunkow i kat odksztalcenia postaciowego v,
miedzy tymi kierunkami jest odwzorowany punktem N lezacym w zakreskowanym
obszarze.

To ostatnie, podane bez dowodu, stwierdzenie i analiza rys. 7.12 pozwala sformutowaé
nastepujace podstawowe wnioski;

a. W kazdym stanie odksztalcenia istnieja tylko trzy kierunki, tzw. gldwne, miedzy
ktorymi pierwotne katy proste nie ulegaja zmianie. Odpowiadajace tym kierunkom
wzgledne odksztalcenia ¢y, €,, &3 nosza nazwe odksztalcen gldwnych.

b. Maksymalny kat odksztalcenia postaciowego jest réwny S$rednicy najwiekszego
kola Mohra dla danego stanu odksztalcenia.

Badanie zmian wymiaréw i postact kostki uzupelnimy okresleniem zmian pola $cian
1 objetodci kostki. Zauwazmy, Ze pierwotne dtugosei a, b, ¢ bokéw kostki sa po odksztal-
ceniu

a(l+e), b(l+e), c(l+es). (a)
Zmiana A4, , pola 4, , = ab $ciany w plaszczyznie (1,2) jest
AAy ,=a(l+e)b(l+e)—abrab(e;+e,), (b)

gdyz iloczyn e, mozna pominac jako mala wyzszego rzedu. Wzgledna zmiana pola jest
iloraz

AA, LA, =¢e1+¢,. (©
Podobnie wzgledne zmiany pol A, ;3 = bc 1 A3 = ca sa
AA, 3[A; 3 = €2 +¢&3, AAS,I/A3.1 =e&3+¢&, (d)

czyli stowami: wzgledna zmiana pola danej $ciany jest réwna algebraicznej sumie wzgled-
nych odksztalcen w dwdch prostopadtych do siebie kierunkach lezacych na tej $cianie.
Analogicznie obliczamy zmiang AV objetosci V' = abe kostki
AV =a(l+e)b(l+e)c(1+e3)—abe = abe(e, +e,+¢3),

gdzie znowu zaniedbano iloczyny odksztalcen e. Wzgledna zmiana objetosci e = AV/V
jest réwna algebraicznej sumie wzglednych odksztalcen w trzech wzajemnie prostopadtych
kierunkach
e=¢;+6&,+¢&;. (7.13)
Wielkoéci wyrazone wzorami (c), (d), (7.13) sa liczbami oderwanymi, ktére nalezy
traktowaé jako cm?/cm? lub cm?/cm?.
Kazdy ogélny stan odksztalcenia mozna przedstawié jako superpozycie dwdch stanéw
(rys. 7.13). Pierwszy z nich ma jednakowe w kierunkach osi 1, 2, 3 wzgledne odksztalcenie
g0 = (&1 +&2+63)/3 (e)

1 taka samg wartos¢ e jak ogdlny stan. Uktad két Mohra (rys. 7.12) redukuje sie do punktu,
a wigc w tym stanie nie ma zadnych odksztalcen postaci i w kazdym kierunku & = &,.
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Oznacza to, ze po odksztalceniu kostka, a ogdinie dowolna bryla, zachowuje swoj ksztalt
(szeScian zostaje sze$cianem, kula — kula) zmieniajac jednakowo wszystkie wymiary
liniowe. W stanie drugim zmiana objetosci jest, jak wynika z wzoru (7.13), réwna zeru,
a wiec zachodzi tu tylko zmiana postaci ciata (kostki). Biorac te cechy pod uwage nazy-
wamy stan pierwszy czystym odksztalceniem objetosciowym, drugi czystym odksztalceniem
postaciowym. W tej zatem terminologii kazdy stan odksztalcenia daje sig przedstawié jako
suma czystego odksztalcenia objetoSciowego i czystego odksztalcenia postaciowego.

bleg-e;) alegen
Rys. 7.13. Rozklad ogélnego stanu odksztatcenia na czysto objetosciowy i czysto postaciowy
Opisana interpretacja ma duZe znaczenie techniczne. Z do$wiadczen okazuje si¢ mia-

nowicie, ze podczas przerdbki plastycznej e ~ 0 dla kazdego elementu ciata, czyli ze
w takiej przerdbee zachodzi prawie wylacznie czyste odksztalcenie postaciowe.

Zadania

1. Kwadratowy element o boku Iy = I, = 10 cm (rys. 7.11a) doznal skrocenia krawedzi ab o 0,10 mm
i wydtuzenia krawedzi ad o 0,15 mm. Wyznaczy¢ e, i ¥, gdy o« = —30°,
Odp. e300 = —0,37%, y-30° = —2,16-10-3 rad = —0,124°.

)
€2=—1;45% E‘1'=3,DB%D -
o ~ T C)

a) b) _
YA 1
(=
S
b b C.=y
1 X
“osese \ B
: aldy v,
= >
% 100 X
He =
i 0,240 240%0
|
N,
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Rys. 7.14. Przyklad rozwiazania zagadnienia odwrotnego
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2. Prostokatny element doznal odksztalcen podanych na rys. 7.14a. Stosujac kolo Mohra wyzna-
czy¢ gtéwne kierunki i wartosci e, ¢,.

Odp. Rozwiazanie podajarys. 7.14bic, przy czym e, = 2,4%,, &, = —0,8%,. Kat y,, = 4+0,184° =
= 3,2-10-3 rad > 0, bo podstawowemu kierunkowi x odpowiada zmniejszenie kata prostego.

3. Wyznaczy¢ catkowita zmiane powierzchni i objetosci kostki (rys. 7.12a), je§li axbxc = 5X 8 %
X10 cm, zad &, = —0,5%,, €2 = 0,3%,, &5 = 0,6%,.

Odp. 0,138 cm?; 0,160 cm?3.

4. Obliczy¢ zmiang pola poprzecznego przekroju rozciaganego preta (rys. 1.14a), jesli e — o/E =
= 1,57, » = 0,3, A = 10 cm?. Jaka jest wzgledna zmiana objetosci?

Odp. Kazda elementarna kostka (rys. 1.14b) ma w kierunku poprzecznym odksztalcenia &, —
=& = —ve = —0,457%,. Zmiana pola jest wigc: Ad = A (e;+&;) = —2ved = —0,9 mm? (zmniej-
szenie pola). Odksztatcenie objgtosciowe e = & (1 —2¥) = 0,6%,.

7.4. Uogélnione prawo Hooke’a

. W dotychczasowym ujgciu stany naprezenia i odksztalcenia traktowano jako zjawiska
niezalezne. Tak jednak nie jest, gdyz, jak to pokazano w przypadku rozciagania, istnieje
migdzy nimi przyczynowy zwiazek. Na ogdt zwiazek ten nie jest prosty i przechodzi rozne
fazy zaleznie od wartosci ¢ i od przebiegu procesu obciazania (rys. 1.16). Tylko dla standw
sprezystych, gdy zalezno$¢ o(e) jest liniowa i jednoznaczna'®, ogdlny zwiazek miedzy

A > g 2

.jj“'-_,-""_’a ’
& Teisyel a}'&—:%'ﬂ'

Rys. 7.15. Tréjwymiarowy stan naprezenia jako superpozycja trzech stanéw prostego rozciagania

sklladowymi obydwdch stanéw, tzw. uogdlnione prawo Hooke’a, ma prosta postaé. Rozkla-
dajac mianowicie wedlug zasady superpozycji ogdlny stan naprezenia (rys. 7.15) na trzy
stany prostego rozciggania z wzoréw (1.10) i (1.11) mamy dla kazdego z nich nastepujace
wydluzenia wzgledne:

stan I: gy =o4/E, e, = —voy/E, & = —vo,/E,
stan II: ef = —va,/E, &) =0,/E, &5 = —vo,/E,
stan III: &Y' = —vos/E, &' = —vo,/E, ¢ = o,/E.

@ L . .
. 2 Gd).z istnieja trwale odksztatcenia, wowczas zalezno$é o (¢) jest nicjednoznaczna, jaknarys.1.16a,
gdzie danej wartoéci ¢ moze odpowiadaé¢ punkt na linii 04, EF itd.
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Jednoczesnemu dziataniu ¢,, 6, i 03 odpowiadaja odksztalcenia ¢, &, 1 €5 rowne sumie
skutkéw sktadowych. W wyniku uogélnione prawo Hooke’a otrzymuje postac:

g, = [0, —v(o2+0)]/E, €= [o,—v(os+0)]/E, & =[0s —v(o,+0)l/E. (7.14)
Podobnie okre§lamy wzgledna zmiang objgtosci
e=¢ +e,+83=(1-2V)(0+0,+03)E.
W ciekawym z wielu powodéw stanie hydrostatycznego éciskania? ¢, = 0, = 03 =
= —p i wtedy z wzoréw (7.14) i (7.15) mamy
g, =6, =¢=—p( —2v)/E, (a)
e= —3p(1-2v)/E = —p/K, (7.16)

gdzie K = E/3(1—2v) — tzw. modul Scisliwosci materiatu jest stala zalezna od podsta-
wowych stalych, tj. E i v. Z zaleznoSci (a) wynika, ze w tym stanie odksztalcenie jest
czysto objetosciowe (rys. 7.13). Z doswiadczeri wiadomo ponadto, ze w tym stanie wszystkie
ciala zmniejszaja swa objetos¢, czyli ze e < 0. Oznacza to, ze K > 0, za§ v < 0,5, jak to
juz podano w art. 1.7. ‘

Dla wiekszoéci materiatéw modut K jest rzedu modutu E. Do wyjatkdw nalezy guma,
dla ktérej v = 0,47--0,495, a K moze by¢ o dwa rzedy wigkszy od E. Poniewaz moduty £
oraz G sa dla gumy mate (rzgdu 2--8 MPa), wynika stad, ze guma latwo poddaje si¢
zmianom postaci, a bez poréwnania trudniej zmianom objgtosci. Fakt ten nalezy brac
pod uwage przy ksztattowaniu elementéw gumowych, gdy zalezy nam na ich duzej po-
datnosci.

Wzory (7.14) okreslaja odksztalcenia w funkcji naprezen. Zagadnienie odwrotne spo-
tykamy w praktyce laboratoryjnej, gdy z pomiaréw znamy wartosci ;, &2 1 &3, a szukamy
wartoéci 0. OdpowiedZ otrzymujemy rozwiazujac uktad réwnan (7.14):
0, = ue+2Ge,, 03 = pe+2Ge;,

(7.15)

01 =M€+2G81, (717)

gdzie symbole e i G sa juz znane, a g = VE/(1+v)(1—2v).

Rys. 7.16. Stan napre¢zenia na swobodnej powierzchni ciala
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ciata (rys. 7.16), to znaczy takiej, na ktorg nie dzialaja sily powierzchniowe. Poréwnujac
pbowiem taka elementarng kostke, ktérej swobodna $cianka BCD ma o, =0, 7, = 0,
z kostka (rys. 7.10) widzimy, Zze oddzialywania reszty ciala maja postaé plaskiego stanu
naprQZCIli.a, gdyz 7. = T, = 01 7., = 17,, = 0. Jedli ten stan jest przedstawiony przez
naprezenia gléwne (6, = 0y, 0, = 0,, 7, = 0, 0. = 05 = 0), to z wzoréw (7.14) mamy

0'1 —VO'Z

E B

0, —V0,

v(o,+0;)
E i )

E

&y = &y = - £3 = — (7.18)

Zaleznoéci (7.18) maja to samo znaczenie co poprzednie wzory (7.14). Zagadnienia
odwrotne maja nieco inna postaé, albowiem tylko dwie wielkosci € sa niezalezne. W prak-
tyce laboratoryjnej tymi wielko$ciami sg zazwyczaj ¢, i &,, gdyz ich pomiar jest najtatwiejszy.

Rozwiazujac pierwsze i drugie rownanie (7.18) wzglegdem o, i ¢, mamy

E
—— (e, +vey).

E
0y = —_(61 +V32)s Oy = l_vz

— (1.19)

Podane tutaj uogélnione prawo Hooke’a stuszne jest tylko dla spr¢zystych materialéow
izotropowych, gdyz milczaco zalozono, Ze dzialanie naprezen w kierunkach osi 1,2, 3
podlega tym samym prawom (1.10) i (1.11). W materiatach anizotropowych analogiczne
zaleznosci sa bardziej ztozone.> RSwniez bardziej zlozona jest kwestia korelacji kierunkdw
gtéwnych odksztalcen i gtownych naprezen. W materiatach izotropowych, jak to wynika

z. doswiadczen nad rozcigganiem (rys. 1.8), kierunki te pokrywaja si¢, natomiast w mate-
riatach anizotropowych na ogdt tak nie jest.

Zadania

1. Na duralowa kostke (E = 7:10* MPa, » = 0,35) dzialaja gléwne napre¢zenia: o; = 120 MPa
H 0. = —80 MPa, o5 = 60 MPa. Wyznaczy¢ gtéwne odksztalcenia wzgledne oraz e 1 Ypax. :

Odp. &, = 1,8%, €2 = —2,1%,, €3 = 0,7%0, € = 0,4%5, Vmax = 3,9+1072 rad.

2. Pomierzone doswiadczalnie gtéwne odksztalcenia stalowej kostki (E = 2,1:10° MPa, v = 0,3)
sa: e; = —0,5%,, €2 = 0,7%,, €3 = 0,3%,. Wyznaczy¢ gléwne naprezenia i warto$¢ Tmgx. ;

Odp. o, = —20 MPa, 0, = 174 MPa, ¢; = 109 MPa, 7., = 97 MPa.
. .3. Jak zmieni si¢ odksztalcenie $ciskanej gumowej kostki (F =4 MPa, » = 0,49, p = 1 MPa)
Jeé.h przed odksztalceniem wtozy¢ ja bez luzu we wngke nieodksztalcalnego korpusu (rys. 7.17)? Tarcit;
miedzy guma a korpusem mozna pominac. A = 5 cm.

Odp. Pierwotnie Ak’ = —Ip/E = —12,5 mm. Po wlozZeniu kostki w korpus stan napre¢zenia two-
174 : zna'ne 03' = —p = —1 MPa i nieznane oddzialywania korpusu na kostk¢ 0, = —p;, 02 = —p,.
Korpus jest nieodksztatcalny, a wiec e; = &, = 0iz(7.14) mamy: o, = ¢, = —p/(1—v) = —0,96 MPa
ora'z €3 : —1,489%, i Ak’ = hes = —0,74 mm. Stosunek AL'fAR’” =~ 17. Ten duzy wzrost sztywnosci
moze mieé¢ w praktyce znaczenie dodatnie lub ujemne, zaleznie od przeznaczenia elementu.

4. Jak zmienia sie wyniki poprzedniego zadania, jesli wneka w korpusie i kostka maja ksztalt cy-

Jako szezegdlny przypadek stanu ogolnego zbadajmy plaski stan naprezenia. W tym
stanie, miedzy innymi, znajduja si¢ wszystkie elementy swobodnej powierzchni dowolnego

Iindra ?
Odp. Nie zmienia sig, jesli jest to samo p.

(1) 5 5 a e
1 Patrz: M. T. Huber, Teoria sprezystosci, cz. 1, Warszawa 1954, PWN, rowniez S. G. Lechnicki,
leoria uprugosti anizotropnogo tiela, Moskwa-Leningrad 1950, Gos. Izdat, Tiech. Tieoriet. Lit.

(1) Najprostszym sposobem jego realizacji jest dziatanie ci$nienia p cieczy na cialo w niej zanurzone.
Badanie tego stanu daje wiele rewelacji o fizycznych wiasciwosciach materialow.
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Rys. 7.17. Rys. 7.18.

5, Na zamknieta miedzy pokrywami nieodksztalcalnego korpusu cienka plytke dzialaja o, =
— —100 MPa i o, = —60 MPa (rys. 7.18). Obliczy¢ naciski plytki na korpus, jesli E = 2:10° MPa,
» = 0,28.

Odp. Poniewaz &3 = 0, zatem o3 = v (0,+0;) = —45 MPa, a nacisk na pokrywy korpusu p =
= —g3 = 45 MPa.

7.5. Uwagi koncowe

Tresé tego rozdziatu dzieli sig na trzy fragmenty. Pierwszy z nich to analiza stanu
naprezenia. Otrzymane w jej wyniku zaleznosci daja moznoéé okreslenia naprezei w do-
wolnym przekroju, o ile tylko znamy naprezenia na $cianach kostki. Ten ostatni warunek,
tj. znajomos¢ szesciu sktadowych stanu naprezenia, jest konieczny i wystarczajacy do jedno-
znacznego rozwiazania zagadnienia. Przytoczone przyklady wskazuja, Zze dany stan na-
prezenia mozna réznie przedstawi¢ zaleznie od sposobu wyciecia elementarnej kostki.
Najprostszym z tych sposobow jest przedstawienie stanu przez naprezenia gtéwne.

AN = e

Rys. 7.19. Analiza stanu czystego $cihania

Fragment drugi obejmujacy analiz¢ stanu odksztalcerdia stanowi pelna analogi¢ do
pierwszego i daje identyczne wyniki, jeli tylko zamiast naprezen o, i 1, wstawi¢ odpo-
wiednio &, i 7,/2. Wspélng cechq obydwoch analiz jest, ze wyniki nie zalezq zupelnie od wia-
$ciwosci materialu, w pierwszym bowiem przypadku sa one naste,ps‘twem warunkow
réwnowagi, w drugim — nastgpstwem przestanek geometrytznych. Jednoznaczny zwigzek
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obydwéc.h stanow wystepuje tylko dla ciata sprezystego. Dla materiatéw izotropowych
wyraza si¢ on uogdlnionym prawem Hooke’a oméwionym jako trzeci fragment rozdziatu.

N.a.tle tych uwag celowe jest wlasciwe umieszczenie stanu czystego §cinania. Wedlug
definicji z art. 3.1 stan ten cechuje dzialanie samych tylko naprezen = (rys. 7.19a), podczas

gdy $ciany kostki réwnolegle do plaszczyzny rysunku sa swobodne, tj. o5 = 0. Obliczone
z k6t Mohra (rys. 7.19b) naprezenia gléwne sa

gy =71, 0y = =71, 03 = 05 (a)

pr.zy czym o, i 0, dzialaja na bokach kostki ABCD obréconej o kat « = nt/4 wzgledem
osi x. Tym naprezeniom odpowiadaja gtéwne odksztalcenia wyznaczone z wzoréw (7.14)

e, =1(14+V)/E, e, =—t(1+V)/E, e3=0 (b)

oraz e. = & :l-sz+63 = 0. Tak wigc odksztalcenie w stanie czystego $cinania jest czysto
postaciowe, jak to oméwiono w art. 3.1. Podobnie z uktadu k6t Mohra dla odksztalcen
(tys. 7.19c) mamy w uktadzie osi x, y, ze ¢, = ¢, = 0 oraz

y=2¢ =2t(1+V)/E, . (©

lub w formie wzoru (3.1) ‘
V= T/Gs

co ozna_cza, ze w stanie czystego §cinania §ciana abed kostki zamienia si¢ w réwnolegtobok
bez zmiany dlugosci bokdw, a kat dab ulega zmniejszeniu.

Yy o,
_|fy.r _____ ¢! Q*__f_y,rl._-ﬂc*
g/ b [l ! b BT o ¥
ol N I >t i
| 0% e Ox | Ok ‘}\?’ F“
p= 2| i 4 5 |G
] B d Id* ! H
ey X a Ex __x' a "‘T d
Gu‘ \

Rys. 7.20. Rozktad dowolnego stanu plaskiego na dwa prostsze

W przeqstawionym powyzej ujeciu stan czystego $cinania przestaje by¢ czym$ wyjatko-
wym, a staje si¢ jednym z wariantéw plaskiego stanu napreZenia i odksztalcenia (g5 = 0).
Niemniej uzycie tego stanu jako skladnika umozliwia przejrzysty opis odksztalcen kostki
bez wyznaczania naprezen gtéwnych. Roztézmy mianowicie ptaski stan napre¢zenia na
dv.va (rys. 7.20). W pierwszym z nich o, 0, oraz o, = 0 s3 naprezeniami gléwnymi, a odpo-
wiadajace im odksztatcenia okre$lone sa z wzoréw (7.18). W drugim z nich mamy tylko
odksztalcenie postaci. W rezultacie wypadkowe odksztalcenia sa

Gx—Va, g,—Vo, v(o.+0,)

8x=_—_ &, = — = — =

T
E ) y E ’ ZE E > '6 . (720)
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Podobnie okre§lamy odksztalcenia w tréjwymiarowym stanie naprezenia jako super-
pozycje czterech stanéw (rys. 7.21). W wyniku mamy
&, = [0x,—v(6,+0)]/E,
&, = [o,—v(6.+0)]/E, (7.21)
€, = [O'Z—V(o‘x+0'y)]/E

oraz trzy odksztalcenia poétaciowe okre$lone katami
?xy . TX}'/Gi sz . TYZ/Gi yzx = TZX/G o (7'22)

Efektem tych odksztatceni postaciowych jest zamiana kostki na réwnolegloécian. Nakla-
dajace si¢ na to dziatanie o,, 0, i 0, powoduje zmiang dlugosci jego krawedzi.

Tyz = sz Txz = Tax

Rys. 7.21. Rozklad dowolnego trdjwymiarowego stanu na cztery prostsze

Pokazany sposéb opisu odksztalceni jest celowy, gdy obiektem badania jest cate cialo.
Wtedy bowiem elementarne kostki sa jednakowo zorientowane w stosunku do stalego
uktadu osi x, y, 2, a ich $ciany nie sa z reguly przekrojami gléwnymi. WidzieliSmy to w 1.)0-
przednich rozdzialach, gdzie jako o§ x obierano oS preta, a osie y i z wigzano w pewien
wyrézniony sposob z przekrojem poprzecznym.

8 HIPOTEZY WYTRZYMALOSCIOWE.
WYTRZYMALOSC ZLOZONA PRETA

8.1. Zjawiska towarzyszace trwalym odksztalceniom

Opisujac wykres rozciagania stwierdzono, ze plynigciu materiatu towarzyszy zjawisko
poslizgéw. Wystepuje ono szczegSlnie wyraZnie przy rozcigganiu prébek wycigtych z duzych
monokrysztaléw metalu (rys. 8.1). Z poczatku, gdy ¢, < 0, prébka wydhuza si¢ réwno-
miernie, a jej powierzchnia jest gtadka. Gdy o, > o,,,, wydluZenie staje si¢ nmierdéwno-

l

ll+ A !trwafe

Rys. 8.1. Obraz sprezystych i plastycznych odksztalcen probki monokrystalicznej

mierne. Poszczegolne plasterki prébki, jak ABCD, §lizgaja si¢ po sobie jako widoczne
golym okiem sztywne bloki, a prébka, jako calo$é, doznaje trwalego wydluzenia. Badania
rentgenograficzne wykazuja, Zze potoZenie plaszczyzn przesunieé, tzw. plaszczyzn poslizgu,

/narmalna do ptaszczyzny poslizgu

/\%\

0$ pr-ébk{

. R .
kierunek poslizgu o ptaszczyzna poslizgu

Rys. 8.2. Obraz naprezenn w plaszczyznie i kierunku poélizgu

wzgledem siatki atoméw monokrysztatu jest stale. Réwniez staly w odniesieniu do siatki
jest kierunek przesunigcia w plaszczyznie poélizgu, tzw. kierunek poslizgu. W stosunku
natomiast do osi prébki (rys. 8.2) poloZenie tej uprzywilejowanej plaszczyzny (kat «)

13 Wytrzymato§é materialow
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i kierunku poélizgu (kat B) moze by¢ réine, albowiem z danego monokrysztalu mozna
wyciaé probki o r6znej orientacji osi wzglgdem jego siatki. Okazuje si¢ z doswiadczen, Ze
w tych réznie wycigtych prébkach poslizg blokow wystepuje, gdy skladowe naprezenie
styczne 7, dzialajace w plaszczyZnie i kierunku poslizgu, osiaga pewna krytyczna wartosc 7o,
stala dla danego monokrystalicznego materiatu. Poniewaz wedlug (2.14) catkowite na-
prezenie styczne w plaszczyZnie poslizgu jest 7, = 0, sin a cos «, za$§ 1, = 1, cos f§, zatem
wynik wspomnianych doswiadczen daje si¢ uja¢ w tzw. prawo Schmida

1, = 04 sinacosacos f = 1o = const. (a)

Okazuje si¢ ponadto, ze naprezenie normalne o, = 0 cos? o nie wplywa zupelnie na zja-
wisko poslizgu, przynajmniej w tym zakresie, jaki udato sie zbadaé. Wynika stad podsta-
wowy wniosek, Ze pojawienie sig w monokrysztale trwalych odksztalcer zalezy wylqcznie
od warto$ci naprezenia stycznego w przekroju i kierunku zorientowanych w szczegdlny sposéb
wzgledem siatki krysztatu.

Powyzszy opis nie thumaczy wcale mechanizmu poslizgu, ktory w swej istocie jest
procesem molekularnym zaleznym przede wszystkim od sktadu materiatu, budowy siatki
krystalicznej i jej odchylen od regularnosci, tzw. defektow. Defekty te maja decydujacy
wplyw na warto$¢ t,. Przy duzej ich gestosci o jest zaledwie 110 MPa, przy ich braku,
jak w tzw. krysztalach iglastych, ©, = G/30, a wigc wartos¢ o cztery rzedy wigksza. Duzy
tez wplyw maja domieszki: zanieczyszczenie rzgdu 0,019, zwickszaja 7, o kilkadziesiat
procent. Wszystkie te zagadnienia sa przedmiotem fizyki ciala statego.’

faza poczqtkowa

b ziarna [

ay+05

cb_,<

i an
warstwa poslizgu

faza koncowa

Rys. 8.3. Rola niejednorodnosci w za- Rys. 8.4. Poslizgi w materiale polikrystalicznym

poczatkowaniu poslizgu

W materiatach polikrystalicznych, jakimi sa metale stosowane w technice, przebieg
zjawiska poélizgu jest bardziej ztozony. Chaotyczne ustawienie ziaren utrudnia bardzo
zapoczatkowanie poslizgu, a granice ziaren blokuja rozszerzanie si¢ poSlizgu z jednego
ziarna na sasiednie. WeZmy mianowicie kostk¢ o tréjwymiarowym stanie napr¢Zenia
(tys. 8.3). Plaszczyzna abed, w ktorej T, = Tmaxs Drzecina tylko niewielkg cze$¢ ziaren
(ziarna I) w sposéb odpowiadajacy mechanizmowi poslizgu w pojedynczym krysztale, to

() patrz: Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciala stalego, Warszawa 1960, PWN, A. H. Cotrell, Dis-
locations and Plastic Flow in Crystals, Oxford 1958, University Press.
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znaczy tak, ze plaszczyzna abcd pokrywa si¢ z uprzywilejowana plaszczyzna poslizgu,
a kierunek 7., pokrywa si¢ z kierunkiem poélizgu. Mozna przyjaé, ze w ziarnach tych
PIZY WZIOSCIE Tmax najwczesniej wystapi poslizg. Pozostate ziarna I7 odmiennie usytuowane
wzgledem plaszczyzny abed sa bardziej odporne. Trwaty poslizg ziaren I wystapi dopiero
wtedy, gdy otaczajace sprezyste ziarna I odpowiednio si¢ odksztalca. Ze swej wigc natury
poslizg w materiale polikrystalicznym jest odksztalceniem niejednorodnym. Przy dalszym
wzroscie obciazenia uplastycznione ziarna I nie zwigkszaja juz swego oporu. Nadwyzka
zatem obciazenia powoduje wzrost naprezen tylko w sprezystej czesci materiatu. To z kolei
wywoluje lokalne poslizgi w sprezystych dotad ziarnach. Na skutek ich odmiennej orientacji
ptaszczyzny poslizgu w tych nastepnych krysztatach réznig si¢ od plaszezyzny abed. W wy-
niku makroskopowy poslizg w materiale polikrystalicznym obejmuje bloki, jak ABCD
na rys. 8.1, oddzielone od siebie warstwami poslizgu o skoriczonej grubosci (rzgdu 1073
—=107* cm), a nie plaszczyznami poflizgu, jak w monokrysztalach. Przecigcie warstw
poslizgu z powierzchnia ciata daje pod lupa wraZenie linii. Te tak zwane linie Liidersa
latwo mozna zaobserwowa¢ w migkkich stalach o wyraZnej granicy plastycznosci. W probcee
rozciaganej sa one nachylone do osi pod katem 45°. Wskazuje to, ze warstwy poslizgu
pokrywaja si¢ z plaszczyznami, w ktérych dziala 7., (rys. 8.4). Ich liczba w poczatku
niewielka (linie a i b) wzrasta wraz z odksztalceniem, przy czym nowe linie (linia c¢) krzyzuja
si¢ z poprzednimi, tak ze w koricu cala powierzchnia pokryta jest siatka linii odpowiada-
jacych kolejnym warstwom poslizgéw. Jak wykazuja pomiary, bloki ciata migdzy warstwami
poslizgu zachowuja si¢ sprezyscie, tak ze cate prawie trwale odksztalcenie koncentruje sig
w samych warstwach poslizgu.

8.2. Hipotezy wytrzymalosciowe: Hubera i 7 _,,

n

Sciste ilociowe ujecie ztozonych zjawisk towarzyszacych pojawieniu sie w materialach
polikrystalicznych makroskopowych trwalych odksztalcen nie jest mozliwe. Ujgcie przy-
blizone jest przedmiotem tzw. hipotez wytrzymalosciowych. Pomijajac hipotezy niezgodne
z fizycznym obrazem zjawisk, zajmiemy sie tylko dwiema, a mianowicie hipotezq Hubera,
zwang rowniez hipotezq energii odksztalcenia postaciowego, oraz hipotezq maksymalnych
naprezen stycznych, w skrocie — hipotezq tn,, lub Coulomba-Treski.

Jak wiemy, pojawienie si¢ trwalych odksztalceri w najmniej odpornym ziarnie 7 (rys. 8.3)
zalezy nie tylko od warto$ci .., leczi od podparcia udzielonego przez otoczenie. Podparcie
to jest tym skuteczniejsze, im mmiejsze sa naprezenia styczne dzialajace w ziarnach otacza-
jacych. O poslizgu wigc w elemencie ABCD wyobrazajacym przekrdj ziarna I (rys. 8.5a)
wspdldecyduja naprezenia 1’, ©’/, ... we wszystkich przekrojach malutkiej kostki otaczajacej
ziarno. Poniewaz material jest izotropowy (makroskopowo), zatem uzasadnione jest
zalozenie, ze te naprezenia t’, t'/, ... wspéldecyduja w jednakowej mierze o losie elementu
ABCD. Spelnienie tego postulatu réwnouprawnienia, jak i uwidocznienie wszystkich
mozliwych naprezen T, otrzymamy wycinajac w otoczeniu elementu 4ABCD kulg (rys. 8.5b).
W takim statystycznym ujeciu miarg znaczenia napr¢zenia t, dzialajacego na elementarne
pole dF tej powierzchni kulistej jest iloczyn 12 dF. Wprowadzenie 15 uwzglednia w naj-

13+
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prostszy sposéb(? fakt, ze pojawienie si¢ poslizgu zalezy tylko od absolutnej wartosci z,,
a czynnik dF, stanowi miare udziatu tego 7, w stosunku do catego pola F = 4xr® po-
wierzchni kuli. Miara wspéldziatania wszystkich naprezen jest srednie efektywne napreZenie

o = V + | F, @

: F
gdzie calkowanie obejmuje cala powierzchni¢ kuli, a wyciagnigcie kwadratowego pier-
wiastka kompensuje poprzednie wprowadzenie 12, Szczegélowe przeliczenia® uzaleznia-

b)

Rys. 8.5. Okreslenie efektywnego naprezenia stycznego 7.

ja 1. od wartosci naprezen gléwnych oy, 0,, 63 W nastgpujacy sposob:

ter = V25 (01 =02 +(02—03)2 + (03 —01)7], (8.1)

gdy za$ stan naprezenia okreSla szes¢ skladowych (rys. 7.10), wowczas

Ter = 1/% [(Jx _O-y)z r (O-y _02)2 + (az =N O-x)z + 6 (T)zcy + T)%: + Ti_:)j (82)

Mosma dowie$é, ze warto$é .. jest niezmiennikiem stanu naprezenia, a wigc nie zalezy
od tego, czy ten stan podany jest przez naprezenia gléwne, czy tez w postaci ogdlnej.
Przy poczynionych zalozeniach naprezenie to; stanowi miare niebezpieczenstwa, Jjakie
przedstawia dany stan naprezenia z wwagi na pojawienie sig pierwszych makroskopowych
trwalych odksztalcens i to jest wlasnie istotq hipotezy Hubera.”
W przedstawionym ujeciu hipoteza Hubera ocenia niebezpieczenstwo poslizgu w ele-
mencie ABCD przy uwzglednieniu przestrzennego wspoldziatania otoczenia, a przede

() Taki sposob stosuje sie w fizyce i matematyce, na przyktad skuteczna wartos¢ pradu, minimum
sumy kwadratow bledow itp.

2 W, W. Nowozylow, Prikladnaja matiematika i miechanika, No 5, 1952 r.

(3 M. T. Huber (1872-1950), profesor Politechniki Lwowskiej i Warszawskiej, sformutowal swa
hipoteze (1904 r.) na przestankach wylacznie energetycznych. W wyniku otrzymat identyczne (z doktad-
noscia do stalego wspélczynnika) wyrazenia (8.1) i (8.2). W jego interpretacji wyrazenia te przedsta-
wiaja energie odpowiadajaca odksztalceniu czysto postaciowemu (rys. 7.13) i to jest powodem drugiej
rownolegte) nazwy tejze hipotezy.
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wszystkim ziaren znajdujacych si¢ w warstwie poslizgu. Zaniedbanie tego wspotdziatania
oznaczaloby przyjecie, ze poslizg w ciatach polikrystalicznych odbywa sig¢ nie w warstwie
o skoriczonej grubosci, lecz w plaszczyzZnie, czyli tak jak w monokrysztatach, Wtedy jednak
parametrem decydujacym o wystapieniu poélizgu bylaby wylacznie warto§é naprezenia
stycznego w tej plaszczyznie, tj. Tna.x, gdyz takie jest wlasnie polozenie rzeczywistych
warstw poslizgu. Takie uproszczone podejscie jest istota hipotezy t..., gtoszacej, ze
wartosé T, Stanowi miare niebezpieczenstwa, jakie przedstawia dany stan naprezenia z uwagi
na pojawienie si¢ pierwszych makroskopowych trwalych odksztalcen.

stan I

stan II
03> 0> 04 "

"
a'>0>03

\(Tmax) iistan 03

Rys. 8.6. Poréwnanie wytezenia w dwoch réznych stanach naprezenia

Hipotezy wytrzymatoSciowe umozliwiaja poréwnanie réznych stanéw naprezenia
z uwagi na niebezpieczenstwo pojawienia sie¢ trwalych odksztalcen. Biorac mianowicie
dwa rézne stany naprezenia [ i II dzialajace na ten sam material (rys. 8.6) powiemy, ze
wedlug hipotezy Hubera dwa rézne stany naprezenia sa dla tego samego materialu jedna-
kowo niebezpieczne, gdy

(Ter)l stan — (Tef)ll stan* (83)

Jedli jako podstawe przyjac hipotezg Tn.., to analogiczny wniosek jest, ze wedlug hipo-
tezy Tmax dwa roZne stany naprezenia sa dla tego samego materiatu jednakowo niebez-
pieczne, gdy

(Gt = (Gowdhn s!a.n . (8.4)

Innymi stowy, jednakowy stopiefi bezpieczeristwa lub, jak moéwimy inaczej, jednakowe
wytezenie materialu jest wtedy, gdy wielkosci przyjete za miar¢ niebezpieczenristwa sa sobie
réwne.

Przyjmijmy teraz, jako jeden ze standw, stan prostego rozciagania, dla ktérego wartos§é
naprezenia ¢ = R, oznacza pojawienie si¢ pierwszych wyraznych odksztalcen trwatych.
Odpowiadajace tej wartoSci ¢ naprezenie ., = R, ‘/Z/T (obliczone z wzoru 8.1) badz
Tmax = R./2 stanowia dla innych stanéw miernik pojawienia sie trwalych odksztalcen.
W tym stwierdzeniu kryje si¢ mozno$¢ doswiadczalnej weryfikacji hipotez. Biorac miano-
wicie drugi ztozony stan napreZenia obserwujemy przy jego wzro§cie moment pojawienia
si¢ pierwszych trwalych odksztalcei i wyznaczamy odpowiadajace temu momentowi
Wartosci 7., i To,g. Jasne jest, ze ta hipoteza jest prawdziwa, ktérej wynik, tj. 7., lub .

max>
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jest rowny poprzednio okreslonej, tj. R, ,/2/? lub R,/2. Liczne do$wiadczenia przepro-
wadzone w ten sposéb dowiodty, ze dla cial polikrystalicznych blizsza rzeczywistosci jest hi-
poteza Hubera, réznice nie sa jednak zbyt duze. Dla materialéw bezpostaciowych stuszno§é
obydwoéch hipotez jest dyskusyjna, gdyz brak jest wyraznego momentu pojawienia sig
odksztalceri trwalych oraz istnieje wyrazna zaleznos$¢ tych odksztatcenn od szybkosci
obciazenia. Drugim ograniczeniem stosowalnosci obydwéch hipotez jest zakres obejmujacy
tylko stany sprezyste, gdy T.r < Re ‘/ % 1ub 70 < R./2. Wynika to z zaloZenia przyj¢tego
w hipotezach, ze material jest izotropowy (makroskopowo). Doswiadczenia wykazuja,
7e zalozenie to przestaje by¢ stuszne przy wigkszych trwalych odksztalceniach.

Pomimo tych ograniczei znaczenie hipotez jest ogromne, gdyz redukuja one liczbe
niezbednych do$wiadczen. W braku hipotez nalezatoby dla calej mnogosci standw napre-
zenia danego materiatu prowadzié¢ odr¢bne badania. Pomijajac ogromny trud takich
badan, nalezy zauwazyé, ze realizacja niektérych standw jest wrecz niewykonalna. Te
wszystkie klopoty znikaja dzigki iloSciowemu ujeciu, ktore daja hipotezy.

Zadania

1. Przyjmujac hipoteze Tmax okresli¢, ktory ze stanoéw I czy II (rys. 8.7) jest grozniejszy i ile razy?
Odp. (Tmax)r = 80 MPa; (Tmax)rr = 80 MPa; wedlug wiec hipotezy Tma., Obydwa stany sa tak samo
niebezpieczne.

stan I Tmompa stan II stan Il

Rys. 8.7,

2. Opierajac si¢ na hipotezie Hubera rozwiaza¢ zadanie 1.

0dp. (z.)r = 51,1 MPa; (z.)rr = 51,1 MPa; wedlug wige hipotezy Hubera stany sa jednakowo
niebezpieczne. Ta zgodnosé wynikéw obydwdch hipotez nie jest Jednak regula.

3. Okreli¢c warto$é o w stanie rozciagania, aby byt on tak samo niebezpieczny jak stan naprezenia [
(rys. 8.7) dla tego samego materialu. Czy obie hipotezy daja t¢ sama odpowiedz?

Odp. W stanie rozciagania Tmax = 0/2; porownujac z (Tmax)r = 80 MPa mamy ¢ = 160 MPa
wedtug hipotezy Tma,; wedlug hipotezy Hubera (Tegroze = 01/2/15 ~ 0,3650 i z warunku (Teproze =
= (T); mamy o = 140 MPa. Tak wi¢c odpowiedzi sa rozne.

4. Na kostke ITI (rys. 8.7) dzialaja naprezenia o i T = o/2 (ciagte strzatki). Czy wytezenie materia-
tu zmieni sie, gdy naprezenia T zmienia plaszczyzng dziatania (strzalki kreskowane)? Czy obie hipo-
tezy daja t¢ sama odpowiedz?

Odp. W pierwszym wariancie naprezenia glowne sa 01 =0, 02 =7 = a/2, 65 = —1T = —0/2,
skad (Tmax)’ = 0,750. W wariancie drugim 65 =0, 01> 0, 02 <0, a (Tman)’'= 0,5 1} 02 +412 =
= 0,710. Tak wiec wedlug hipotezy Tmax wariant I jest niebezpieczniejszy. Wedlug hipotezy Hubera 7.
zostanie to samo i bezpieczenstwo nie zmieni si¢. Roznica opinii wynika z odmiennosci zalozen hipo-
tez, nie jest jednak duza.

§.3. Naprezenia zredukowane

e —
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W praktyce poréwnanie stanéw naprezenia modyfikujemy w ten sposéb, ze jednym
z nich jest zawsze stan prostego rozciagania (rys. 8.8). Jest to uzasadnione, gdyz proba
rozciagania jest podstawowym i powszechnie stosowanym badaniem wytrzymatosciowym.

—ten stan ma byé wedtug
obrang/ hipotezy wytrzy-
matosciowe] réwnowazny

pod wzgledem bezpieczenstwa
stanowi danemu——""

Rys. 8.8. Obrazowe przedstawienie poszukiwania oyeq

Gdy naprezenia przy prostym rozcigganiu sa 6,4, z wzoréow (7.4) i (8.1) mamy odpo-
wiednio
(Tmax)rozc = ared/za (Tef)rozc = Oreq 2/15 , )
Stosujac kryterium (8.4) mamy tzw. naprezenie zredukowane
Orea = 2 (Tmax)dany zlozony stan naprezenia (85)
wedtug hipotezy Tn.,. Stosujac kryterium (8.3) i wzory (8.1) lub (8.2) otrzymujemy napre-
zenie zredukowane wedilug hipotezy Hubera
Orea = V3 [(01 =020 +(62~02) +(05—01)] , (8.62)
Orea = V5[0 =0, +(0, =00 (0.~ 0221+ 3 (Tl + e+ T20), (8.6b)
gdzie 64, 05, 03 badZ oy, ..., 1., — skladowe danego zlozonego stanu naprezenia przedsta-
wionego przez naprezenia gtowne badz w postaci ogdlnej. :

@

L3>

Rys. 8.9. Szczegdlne przypadki ztozonych standw naprezenia

Jako przyklad stosowania tych wzoréw rozpatrzmy stan czystego Scinania (rys. 8.9a),
dla ktérego wiemy, Ze
Tmax =T, 01 =7, 0,=—1T, 03=0.
Po podstawieniu tych danych do (8.5) i (8.6) mamy
wedtug hipotezy 7..: Oreqa = 27T, (8.7a)

wedtug hipotezy Hubera: Ored = Tﬁ b (8.7b)
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Podobnie dla plaskiego stanu ztozonego z rozciagania naprezeniami ¢ i §cinania na-
prezeniami t (rys. 8.9b) mamy

= promieni najwigkszego kola Mohra = 0,5 ~l/(72+4r"--,

Tmax

a z wzorow (8.5) i (8.6)

wedlug hipotezy 7..: Gt = ,/ a2 +472, (8.8a)
wedtug hipotezy Hubera: Oreq = ]/ 624312, (8.8b)
Wreszcie dla hydrostatycznego $ciskania (rys. 8.9¢): 0, = 6, = 63 = —p, Tmax = 0

1 wedlug obydwdéch hipotez
Oreqg =0. (8.9)

Przejrzysty obraz wynikéw obydwdch hipotez dia plaskiego stanu naprezenia daje
rys. 8.10. Zalézmy, ze o, i o, sa zmienne, za$ 0,4 = const = C. JeSli 6, > 0, > 0, to
z 1ys. 8.10a mamy Tmax = 04/21z wzoru (8.5): ¢, = C niczaleznie od wartosci o,. W ukia-
dzie wspélrzednych oy, o, daje to prosta BC (rys. 8.10c). Podobnie, gdy g, > 0, > 0,

C) 0,

Rys. 8.10. Poréwnanie wynikéw hipotez wytrzymatosciowych

otrzymujemy prosta AB. Tak samo prze$ledzimy przypadek, gdy o, 1 o, sa sciskajace,
w wyniku czego mamy proste DE i EF. Na koniec, gdy 0,0, <0 (rys. 8.10b), woéwczas
z wzoru (8.5) mamy 0,4 = |6, —0,| = C, czyli réwnania prostych CD i AD. Otrzymany
szesciokat obrazuje wedlug hipotezy t,.x dozwolona zmienno$¢ o, 1 o, przy warunku
0.0 = C. Jedli to samo zrobimy postugujac si¢ hipoteza Hubera, to z wzoru (8.6a) mamy
zaleznos$é

63+0,0,+05=C?, (a)

przedstawiajaca elips¢ opisana na poprzednim sze$ciokacie. Zakreskowany obszar ilu-
struje réznice wynikéw obydwdéch hipotez. Widaé, ze réznice nie s3 zbyt duze (max 15%;)
i to jest powodem réwnoleglego stosowania w praktyce obydwdch hipotez. Widaé réwniez,
ze hipoteza Tna, jest w swoich przewidywaniach ostrozniejsza od hipotezy Hubera, daje
bowiem mniejsze wartosci a; i o, odpowiadajace tej samej wartosCi Opeq-
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e = ===

Jesli w omawianym przykladzie przyja¢ o, = R,, to odpowiedni szedciokat lub

elipsa obrazuja tzw. warunek plastycznosci ptaskiego stanu naprezenia. Punkty wewnatrz

obszaru ograniczonego jednym z tych konturéw, jak punkt G, reprezentuja sprezyste
stany (0rea < R.), punkty na zewnatrz — stany uplastycznione.

Techniczny sens ogdlnych zaleznosci (8.5) i (8.6) oraz wynikéw (8.7)-(8.9) polega,
méwiac obrazowo, na przetlumaczeniu niebezpieczenstwa pewnego zlozonego stanu

_napreZenia na zrozumialy dla wszystkich stan prostego rozciagania. I tak jesli na kostke

(rys. 8.9a) dziala v = 100 MPa, to zalezno$¢ (8.7a) informuje, Ze taki stan czystego Sci-

‘nania jest wedtug hipotezy 7., tak niebezpieczny dla danego materiatu, jak proste rozcia-

ganie naprezeniami o, = 200 MPa. Aby ocenié, czy warto$é t¢ mozna dopuscié, nalezy
poréwnaé ja z granicg plastycznosci R, okreslong z préby rozciagania tego materiatu.
Jesli Grea > R., to dany zlozony stan naprezenia jest groZniejszy dla materiatu niz proste
rozcigganie napreZeniami ¢ = R,, a wigc spowoduje on trwale odksztalcenia. Dla budowy
maszyn jest to nie do przyjecia i przypadek taki wskazuje konieczno$é modyfikacji kon-
strukcji. Nieréwno$¢ o..a < R, jest wigc warunkiem koniecznym prawidtowej pracy
danego elementu maszyny. Jest on jednak niewystarczajacy, gdyz, jak wiemy z art. 1.9,
nie mozemy przy rozciaganiu przekroczy¢ napreZenia dopuszezalnego k.. Jesli wiec w da-
nym zlozonym stanie napr¢zenia ma by¢ ten sam wspdlezynnik bezpieczeristwa n, co
i w prostym rozciaganiu, to

R
Orea < kp = —. (8.10)

Zastosowanie wzoru (8.10) jest dwojakie. Pierwsze z nich, to bezpoérednia kontrola
wartosci 0., W stosunku do k, lub ocena wspdiczynnika bezpieczeristwa n, = R,/0,cq
danego zlozonego stanu naprezenia. Drugi wariant, gdy majac dane R, i n, szukamy
naprezen dopuszezalnych dla stanéw napreZenia okreslonego typu. Dla stanu na przyktad
czystego. Scinania, w ktorym zaleznie od obranej hipotezy ¢.4 = 27 badZ o, = 11/37 N
otrzymujemy z wzoru (8.10) nieprzekraczalna warto$é t© = k;, jako

ke=kJ2 Tub Kk, =k/[/3~0,58k,. (b)

Druga z tych wartodci jest identyczna z informacja (wzér 3.8), ktdra stosowano przy
ocenie bezpieczeristwa skrecanego preta.

Zadania

1. Jaki jest techniczny sens wzoru (8.9)?

Odp..ared = 0 oznacza, ze jakie by nie byly wartosci p, to stan z rys. 8.9c nie jest w ogéle grozny
dla materiatu. Przykladowo: kostka z otowiu (R, == 20 MPa) poddana p = 300 MPa nic ma trwatych
odksztatcen®), pomimo ze p > R..

e

(1) Jest to potwierdzone doswiadczalnie i jest jednym z dowodéw przemawiajacych za hipoteza
Tmax badZ hipoteza Hubera.
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2. Jaki sens maja wyznaczone w zadaniu 3 art. 8.2 wartoéci o? Okresli¢ wspotczynnik »n, kostki IT

. (rys. 8.7), jesli R, = 240 MPa.
I Odp. Sa to wartosci Orea; wedtug hipotezy Tmax jest #e = 1,5; wedtug hipotezy Hubera jest n. =
~ 1,7. Jak wida¢, ocena ne wedtug hipotezy Tmax jest ostrozniejsza.

3. W kostce (rys. 7.52): o, = 80 MPa, 0, = —60 MPa, © = 50 MPa. Czy ten stan jest dopusz-

: czalny, jesli k, = 150 MPa?
A Odp. Wedlig hipotezy Tmax stan jest niedopuszczalny, bo Orea = 172 MPa > k,. Wedlug hipotezy

Hubera stan jest jeszcze dopuszczalny, bo Orea = 149 MPa < k..
4. W kostce (rys. 8.10a) ¢y = 202. Jaka warto$é o; mozna dopusci¢ dla mat
| = 180 MPa?
Odp. Wedlug hipotezy Tmax jest ki
Orea = O1 }/5/_2 = k,, skad o, = 208 MPa. Tak wiec znowu hipoteza Tmax jest ostrozniejsza.
5. W kostce (rys. 8.9b) ¢ = 100 MPa. Jaka warto$¢ T mozna dopusci¢ dla materiatu, w ktorym
R, = 240 MPa, a n. = 2? 1
Odp. Z wzordéw (8.8) wedlug hipotezy Tmax mamy 7 = 49 MPa,
= 56 MPa,
| 6. Wykorzystujac rys. 8.10c okreslic wspolezynnik bezpieczenstwa dwu
prezenia, gdy oy = C[2, 03 = —C/4 w stosunku do nieprzekraczalnej warto§ci opa = C.
5. 8.10c punkt G. Proporcjonalnemu zwiekszeniu @,

Odp. Nanoszac 0y i @2 otrzymujemy na ry
i o, odpowiada wedrowka punkiu po promieniu OG. Przeciecie promienia w punktach Gy i G, okresla
,JOG = 1,3 1ub 0G,/0G = 1,5 daje szukana war-

' stan graniczny, gdy Orea = C. Stosunek promieni 0G

erialu, w ktérym k, =

— k, = 180 MPa; wedlug hipotezy Hubera z wzoru (8.6a)

a wedlug hipotezy Hubera 7 =

wymiarowego stanu na-

il to§é wspolczynnika wedlug obranej hipotezy.
|
| 8.4. Zniszczenie materialu. Hipoteza Mohra

dziataniem naprezen jest znacznie bardziej ztozone

Zjawisko zniszczenia materiaiu pod
niz zjawiska pojawienia si¢ pierwszych trwatych odksztalcent, Doswiadezenia dowodza,

7e zniszczenie moze by¢ wynikiem §ciecia wzdiuz plaszezyzny poélizgu lub rozszezepienia
materiatu (rys. 8.11). W pierwszym przypadku to zniszezenie poslizgowe spowodowane

————ksztatt poczatkowy —— ksztatt koricowy

zniszczenie rozdzielcze

zniszczenie poslizgowe

| schemat doswiadczenia

Rys. 8.11. Obrazy zniszczenia poslizgowego i rozdzielczego

jest napreZeniami stycznymi, a sam proces sniszezenia stanowi kontynuacie pierwszych
poslizgéw. W drugim przypadku tzw. zniszczenie rozdzielcze wywolane jest naprezeniami
czasteczkami materialu. Obydwa te procesy sa wiec rézne w swej istocie.
Stan wiedzy w tej dziedzinie, pomi

déw praktycznych,
niz zadna. Jedna z takich ocen daje tzw. hipoteza Mohra.

pormalnymi do plaszczyzny podziatu i zwigzane jest z przezwycigzeniem sit kohezji migdzy

imo intensywnych badaf, nie pozwala jeszcze na

Il sformutowanie teorii lub hipotezy, ktére nie bylyby dyskusyjne. Z drugiej strony, ze wzgle-
nawet niedoskonata ocena niebezpieczenstwa zniszczenia jest lepsza
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Punktem wyjécia tej hipotezy jest zalozenie, Ze o zniszczeniu materialu decyduje wartos¢
naprezefi w jednym szczegdlnym przekroju. Jest to punkt najbardziej dyskusyjny, gdyz
niektére do$wiadczenia, zwlaszcza przy tréjwymiarowym $ciskaniu, temu przecza. Przyj-
mujac jednak to za prawde, zbadajmy tréjwymiarowy stan naprezenia 1 odpowiadajacy

To

Rys. 8.12. Wykresine przedstawienie hipotezy Mohra

mu uklad k6t Mohra (rys. 8.12a). Punkty lezace na prostej 4BC odpowiadaja grupie
przekrojéw o tym samym normalnym naprezeniu o*, lecz réznym naprezeniu stycznym.
Jest rz_eczq naturalna przypusci¢, ze najbardziej zagrozone z tej grupy sa przekroje odpo-
wiadajace punktom 4 i C, w ktérych naprezenie styczne jest maksymalne. Powtarzajac to
rozumowanie dla innych wartoéci ¢*, dochodzimy do wniosku, Ze ze wszystkich mozli-
wych przekrojéw najbardziej zagrozony jest jeden z reprezentowanych przez punkty
ze\?vanrzn'ego kota Mohra. Innymi stowy, tylko zewngtrzne koto Mohra okreSla, czy
zniszczenie nastapi, czy nie.

Przypu$émy, Ze majac nieograniczone mozliwosci laboratoryjne zbadaliSmy zniszczenie
danego materialu w réznych stanach naprezenia. Maksymalne kola Mohra dla kazdego
z tych stanéw, tworza razem obraz (rys. 8.12b), w ktorym koto O4 odpowiada zniszczeniu
przy prostym rozciaganiu (04 = R,), kolo OC zniszczeniu przy prostym Sciskaniu
(0C = R,), kolo DB zniszczeniu przy czystym $cinaniu itd. Obwiednie KL i K*L* tych
wszystkich kot opisuja wedtug hipotezy Mohra warunek zniszczenia. Wystapi ono wtedy
gd'y maksymalne kolo Mohra dla danego stanu naprezenia bedzie styczne do tych obwiednit
Hipotetyczny punkt M odpowiada zniszczeniu w stanie tréjwymiarowego rozciggania®,
gdy o, =0, =03 > 0, lewa natomiast strona wykresu opisuje przypadki, gdy wszystkie
naprezenia giowne sa $ciskajace.

Qgraniczone w rzeczywistosci §rodki laboratoryjne zmuszaja do wprowadzenia uprosz-
czenn w tym obrazie. Z reguly znane sa z do$wiadczen tylko wartosci R, i R.. Z tych
dwéch informacji nie mozna okresli¢ rzeczywistego przebiegu obwiedni KL i K*L*.
Jedyne technicznie rozsadne wyjécie to zastapienie ich prostymi HF i H*F* stycznymi
do két 04 i OC (rys. 8.13) wykraczajacymi tylko nieznacznie poza punkty stycznoSci.
Z tego obrazu mozna latwo wyznaczy¢ zwiazek migdzy parametrami o, i o5 granicznego
kota BD odpowiadajacego danemu stanowi 6, > 0, > 0;. Zwiazek ten jest

(01/Ry)—(o3/R) =1. (8.11)

(1) Stanu tego nie udalo si¢ dotad zrealizowaé w sposob Scisty.
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Dla czystego Scinania napreZenia gtéwne sa 64 = 7,02 = 0, 03 = —7 i z wzoru (8.11)

otrzymujemy graniczna wartoé¢ R, naprezenia T jako
=R, = R,R./(Rn+R,). (@)

Tzran

Dla metali plastycznych R, = Rn i wtedy R, = 0,5 R,,. Wynik ten jest o ~ 15, mniejszy

. od wartosci do§wiadczalnych. Lepsza zgodnosé (~10%) otrzymuje si¢ dla materiatéw

kruchych (zeliwo, beton, szklo) i to jest powodem, Ze hipotezg Mohra} dla tych m.ateri.alé_w
mozZna stosowaé w zakresie  odpowiadajacym przyblizonemu prmbwgom obw;edm HF
i H*F* (rys. 8.13). Dla metali plastycznych hipotezg Mohra stosujemy rzadko, gdyz

warunek 0.q < R., tj. pojawienia si¢ trwalych odksztalcen, jest juz dostatecznym mier-

nikiem bezpieczenstwa.

Y

e

Rys. 8.13. Uproszczona analiza zniszczenia

Jesli dany stan papreZenia o>l > o* nie jest graniczny, to z (8.11) mamy wspol-

czynnik bezpieczenistwa n, jako

L (8.12)

m = (TR —(03R)’

- o * * vrr . .
Warto$é ta wyraza, ile razy nalezy powigkszy¢ ¢, oraz o3, aby doj$¢ do zniszczenia

materiahu.

Zadania

" 1. Dla Zeliwa szarego R, = 200 MPa, R. = 700 MPa. Przy jakiej wartosci 01 nastapi zniszczenie,

jesli 0y =20, = —203?
Odp. Z wzoru (8.11) przy 3 = —01/2 mamy 0, = 202 = —203 = 172 MPa, s _ 5
2. Okreéli¢ naprezenia dopuszczalne dla zeliwa (Rm = 200 MPa, R, = 700 MPa), jesli 0y = 02 =

— —0,503, a wymagany hm, = 4. e '
(;)(,151).3’Z wvgru g(8.1y1) graniczne wartosci sa 01 = 0z = 127 MPa, o3 = —254 MPa 1 dzielac je
przez n, mamy o} = o3 = 32 MPa, a% = —64 MPa.
3. Na kostke (rys. 8.9b) szklana (Rm = 60 MPa,
— 40 MPa. Czy w tym stanie kostka ulegnie zniszczeniu,

R, = 600 MPa) dziataja o = —100 MPa, = =
a jesli nie, to jaki jest wspotczynnik 7, ?
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Odp. Naprezenia gltowne of = 12,5 MPa, 6% =0, o3 = —112,5 MPa. Z wzoru (8.12) mamn/
n, = 2,5> 1, a wigc nie ma zniszczenia.

4. Wyznaczyé wytrzymalo$¢ na czyste Scinanie szkla (zadanie 3).
Odp. R, = 55 MPa.

8.5. Wytrzymalo$¢ zlozona preta

W zbadanych dotad przypadkach pracy preta ocena bezpieczenstwa sprowadzala sig
badz do poréwnania ze stanem prostego rozciagania, badZz dotyczyla stanu czystego
écinania. Do grupy pierwszej naleZaly: czyste zginanie, zgi¢cie poprzeczne, jednoczesne
zginanie i rozcigganie. W przypadkach tych najbardziej obciazone widkna preta sg tylko
rozciggane lub $ciskane, a w innych wléknach rola naprgZen stycznych jest pomijalna.
Do drugiej grupy nalezalo skrecanie, przy ktérym wszystkie elementy preta sa w stanie
czystego $cinania i z tego powodu ocena bezpieczenstwa sprowadza si¢ do wykrycia ele-
mentu majacego najwieksza warto§¢ 7. Do zbadania pozostaja te przypadki wytrzymatosci
zlozonej, gdy na element przekroju preta dzialaja jednoczeénie duze naprezenie normalne o
i duze naprezenie styczne t. Takimi przypadkami sa wszystkie te, ktérych sktadnikiem

Rys. 8.14. Niektére przypadki wytrzymatosci zlozonej preta

jest skrecanie (rys. 8.14). Wiemy bowiem, Ze przy skrecaniu maksymalne z wystgpuja
w ktéryms§ z elementéw lezacych przy zewngtrznym konturze przekroju, a wigc w takim,
w ktérym moga pojawié si¢, jak przy zginaniu, duZe napreZenia normalne.

Pierwszym etapem rozwiazania tych zagadnien jest okreflenie na calym przekroju
obrazu i wartosci naprezen ¢ i © odpowiadajacych danemu ztozonemu obcigzeniu. Wynik
ten otrzymujemy z superpozycji standéw napreZeni odpowiadajacych prostym przypadkom
obciazenia. Etap drugi polega na wyszukaniu takiego elementu przekroju, w ktérym na-
preZenie o,.q jest najwigksze. Stosujac hipotez¢ Hubera, warto$é o..q okreslamy*’ z wzo-

ru (8.8b)
Ored = o2 +372.

Widaé stad, ze w grupie elementdw o o = const niebezpieczny jest ten, w ktérym =

(1) We wszystkich przypadkach prostych pomijaliémy napreZenia normalne w kierunku prosto-
padtym do wiékien, wobec czego obraz naprezefi w elementarnej kostce odpowiada rys. 8.9b. Sciana,
na ktéra dziala o, pokrywa si¢ z plaszczyzna poprzecznego przekroju preta.



8.5. Wytrzymatoéé zlozona preta 207

206 8. Hipotezy wytrzymalosciowe, Wytrzymato§é ztozona preta

W konsekwencji najwigksza warto$¢ g,q Wynosi:
Orea =/ (NJAY +3[(M,]es hb?) +(BT[2bh)]>. (b)

W powyzszym przykladzie ekstremalne 7y i 7r wystepuja jednoczesnie w tym samym
punkcie 4. Podobnie jest w przekroju kolowym. Nie jest to jednak regula. Gdybynarys. 8.16
sita T byla pozioma, w punkcie A naprezenie tr = 0 i1y = M/c, hb%. W punkcie B
‘patomiast wystgpuja tr = 37/2bh oraz Ty = Ty Ca3» PIZY CZym Ty jest mniejsze niZ Ty
(tabl. 3.1). Nalezy wigc zbada¢ © w punktach 4 i B i wigksza z wartosci wstawi¢ do wzoru
D4 Orq. Uwaga powyZsza stanowi wigc ostrzeZenie przed bezmy$lnym okre§laniem Tmpax,
jako algebraicznej sumy ekstremalnych warto$ci 7y i tr. Z drugiej strony musimy uwzgled-
nié, ze podane w kursie wytrzymatoéci materialow informacje odno$nie rozkladu 7, i 7r
dla przekrojéw zwartych sa do$¢ ograniczone. W tej sytuacji zadowalamy si¢ przyblizeniem
przyjmujac tr = Tg = T/A. Jest to uzasadnione, gdyz wartosci 77 sa na ogét mate. W wy-
niku przyblizona najwigksza warto$¢ o jest: X

Orea & (NJAY +3[(M,JW)+(T/A)T*. ©

jest najwicksze. Podobnie gdy w pewnej grupie elementéw 7 = const, to niebezpieczny
jest ten, w ktérym o jest najwieksze. W ogdlnym przypadku wyszukanie (0rca)max Wymaga
bardziej szczegStowej analizy, badz dokonania szeregu prob.

PowyZsze postgpowanie przesledzimy na szeregu przykladdw.

Tmax:Ms/ W *

Rys. 8.15. Analiza jednoczesnego rozciagania i skrecania

1. Jednoczesne rozcigganie (Sciskanie) i skrecanie (rys. 8.15) cechuje réwnomierny
rozklad paprezef normalnych ¢ = N/ A, odpowiadajacych sile wzdtuznej, oraz nieréwno-

pawierzchnia

mierny rozktad naprezeni 'stycznych © wywolanych momentem skrecajacym M. Niebez- swob{adna
piecznym elementem przekroju jest wiec ten, W ktérym 7 jest maksymalne. Poniewaz
wedlug (3.18): Tmax = M/ W;, zatem najwigksze Orea jeSt:

0ot =y (NJAP +3 (M W) (a)

2. Jednoczesne rozcigganie (Sciskanie), skrecanie i $cinanie (rys. 8.16) rézni si¢ od po-
przedniego tym, Ze napreZenie styczne T jest suma Ty wywotanego skrecaniem i Tr odpo-

wiadajacego sile tnacej T. W poszczegSlnych punktach przekroju naprezenia Ty i Tr maja

(/]

Rys. 8.17. Przyklady analizy jednoczesnego zginania i skrecania

3. Jednoczesne skrecanie i czyste zginanie zbadamy naprzéd, gdy przekrdj preta jest
kolowy (rys. 8.17a). Jak wiemy z art.. 3.3, ekstremalne naprezenia T, sa we wszystkich
punktach przekroju lezacych przy konturze, a ich warto$é

T3 = MW = 16M,md?.

Rys. 8.16. Analiza jednoczesnego rozciggania, §cinania i skrecania

na og6t rézne kierunki, wobec czego wypadkowe 7 jest na ogdt suma geometryczna Ty i Tr-
Wyjatek stanowia punkty przekroju lezace przy konturzeA(art. 3.415.6). Kigrunki Tyl Tr
sa tam styczne do konturu i naprezenia te mozna sumowac algebraicznie. Dla przekroju
na przyklad prostokatnego, gdy h > b, ckstremalne naprezenie t dziala w punkcie A.
Jego warto$é zgodnie z danymi tabl. 3.1 i z wzorem (5.18) jest

Tmax = (Ms/cl hb2)+(3T/2bh) o

Dzialanie momentu M, wywoluje tylko napr¢Zenia normalne o, osiagajace w punktach A4
- i B przekroju wartofci ekstremalne

0. = £+ M,|W,= +32M,[rd°.
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Podstawiajac te wartoéci g, 1 7, do (8.8b) mamy dla obydwdch punktow jednakowe
najwieksze 0,4 rowne

v = VM HOTSMEI,. @

gdzie W, = wd3/32 wskaznik wytrzymatosci przekroju przy zginaniu. Ten sam wynik (d)
otrzymamy dla przekroju rurowego wstawiajac jedynie W, wzigte z wzoru (f) art. 5.5.

W powyzszym przykladzie wyszukanic niebezpiecznych punktow A 1 B przekroju
nie nasuwato trudnosci, albowiem wszystkie punkty lezace przy konturze przekroju majg
jednakowe i to ekstremalne 7,, a jednocze$nie dwa z nich maja ckstremalne o. Gdy
przekréj preta nie jest kolowy, wyszukanie niebezpiecznych miejsc wymaga okreslenia 0,4
w szeregu punktow lezacych przy konturze. Dla belki o przekroju prostokatnym (rys. 8.17b)
z wszystkich punktéw lezacych przy krawedzi CD niebezpieczny® jest punkt B, w ktorym
wedlug wzoru (5.11) i tabl. 3.1

0p = M,/W, = 6M,/bh?, 15=c3Mfc, hb?,

a najwicksze o4 na tym odcinku konturu
(0rea)s = Y/ (My[W,)* +3(cs Myfc, hb?) . (©)

Z punktéw lezacych przy konturze DA niebezpieczny moze by¢ punkt 4, w ktérym o, = 0O,
1, = Mc, hb%, a naprezenie

(0rea)s = (M Jec, hb2) /3 (f)

moze byé¢ wieksze od (6,ea)p, gdy M, < M. Ta analiza nie jest kompletna’, nie jest bowiem
pewne, czy ktory$ z punktéw przy krawedzi DA nie ma yeq > (01ea)a- Scista odpowiedz
na to pytanie moze daé tylko teoria sprezystosei.

4. Ogélny przypadek wytrzymalosci zlozonej, gdy dziala szes¢ sktadowych wysitku
przekroju (rys. 8.14), badamy w podobny jak powyzej sposob. Wypisywanie przy tym
wzordw typu (a)-(d) nie ma sensu, gdyz ich posta¢ zalezy od ksztattu przekroju. Waz-
niejsze jest to, ze dla pretéw o zwartym przekroju mozna na ogét zaniedbaé wplyw sit
tnacych T, i T., gdyz odpowiadajace im naprezenia styczne sq male (rzedu T,/A i T,/A).

5. Uwagi koricowe. Majac najwieksze 0., mozna z wzoru (8.10) oceni¢ bezpieczenistwo
w danym przekroju preta. Jest rzecza oczywista, ze badanym przekrojem powinien by¢
ten, w ktérym wysitek przekroju jest maksymalny. Jedli co do tego istnieja watpliwosci,
nalezy zbadaé szereg przekrojow.

Podana analiza stosuje si¢ do pretéw z materialéw plastycznych, gdy kryterium bez-
pieczenistwa jest pojawienie si¢ trwatych odksztatcef. Dla pretow z materialéw kruchych
bezpieczefistwo oceniamy stosujac hipotezg Mohra. Wezmy na przyklad pret (rys. 8.17a)
z materialu, w ktérym R,, < R.. Rzecz jasna, ze niebezpicczne jest otoczenie punktu A.
Stan naprezenia w tym punkcie okreslaja naprezenia gldwne o, = 0 oraz

oy = (M, +Y/ M2+ MD)W, >0, a3 = (M,~y/M:+M2)|W, <0.

() Punkty te maja to samo o, a = jest najwigksze w punkcie B.

8.5. Wytrzymalos¢ zlozona preta 209

Podstawiajac te dane do (8.12) mamy wspolczynnik bezpieczenstwa
R, W, 1

Ny, = 5 B

My [1—=(RW/R)]+[1 HR /Ry L + (MM,

Zadania

1. W niebezpiecznym przekroju watu o srednicy d = 8 cm dzialaja N = 100 kN, M, = 3 kN m
oraz T = 2 kN. Czy wal ten mozna wykonac¢ ze stali, dla ktérej &k, = 50 MPa?

Odp. Maksymalne v = (16M,/nd®)+(47/34) = 30,3 MPa, naprezenie o = N/4 = 26,5 MPa,
skad najwigksze o,.q4 = 58,7 MPa > k,, a wiec nalezy uzyé lepszej stali.

2. W niebezpiecznym przekroju cienko$ciennej rury dzialaja podane N i M, (rys. 8.18). Okresli¢
grubos¢ scianki 6, aby wspotczynnik bezpieczefistwa byt n, = 4. R, = 240 MPa.

0dp. Zgodnie z (3.22) T = M,/24*5; 0 — N/4ad; z (8.8b) i (8.10) 0,q = / N2+ 12 (M,]a)*/4ad ~
= k, = R./n., skad 6 = 7,5 mm.

Rys. 8.19,

3. W przekroju rurowego watu (d- = 10 cm, d,, = 8 cm) dzialaja N = —50 kN, M, = 6 kN m,
M, = 3 kN m. Jaki jest wspolczynnik bezpieczenstwa w tym przekroju, jesli R, = 400 MPa?

Odp. Ekstremalne o = —(M,/W,)+(N/A) = —121,3 MPa, eckstremalne = = 25,9 MPa, skad
(0red) exsie = 129 MPa i poszukiwane n, = R./(0ceq)exsir = 3,1.

4. W niebezpiecznym przekroju belki dzialaja podane M,, M. i M, (rys. 8.19). Ilokrotnie mozna
zwigkszy¢ obciazenie, aby nie przekroczyé k, = 140 MPa?

Odp. W punkcie C jest 7 =0 i (0,q)c = (M,/W,)+(M./W.) = 83,4 MPa. W punkcie A jest
04 = (M,/W,) = 55,6 MPa, a 74 — Mfc; bh® = 47,2 MPa, gdzie ¢; = 0,246 wzieto z tabl. 3.1 dla
stosunku &/h = 2. Stad (0,eq)s = ;;’f55,62+3 47,2)2 = 99,0 MPa > (0,cq)c- Przyimujemy wiec, Ze (6,eq)4
Jest ekstremalne. Powigkszenie obciazenia belki daje proporcjonalne zwickszenie M,, M,i M, a wiec
1 0.4 Wynika stad, Ze obciazenie mozemy zwiekszyé W stosunku ko/(0cea)exsir = Krf(Grea)s = 1,4 razy.

5. Walek 4D z dzwigniami BE i CF prostopadtymi do osi walka i rownolegtymi do siebie (rys. 8.20)
obciazono prostopadltymi do osi (przestrzennie) sitami Q; = 7 kN i Q,. Ta ostatnia zapewnia rownowa-
g¢ momentow wzgledem osi watka. Wyznaczy¢ wspélezynnik bezpieczenstwa walka, jesli ma on sred-
nicg d = 5cm, a R, = 250 MPa, &, = 60°, a, = 45°.

Rozwiazanie. Sity 0, i O, rozktadamy na sktadowe P, i P, prostopadle do plaszczyzny wyzna-
czonej przez osie watka i dzwigni oraz skladowe H, i H, lezace w tej plaszczyznie. Z warunku rowno-
wagi wzgledem osi AD mamy P, = P, a;/d; = @, a; sin &/a, = 4,04 kNi H, = P, ctg o, = 4,04 kN,
Majac te sity wyznaczamy reakcje R4, Rp oraz H, = 1,35 kN i Hp = 1,89 kN, a nastgpnie przebie-
gi momentéw gnacych M,, M. i skrecajacego M, (rys. 8.20b).

Zauwazmy teraz, ze niebezpieczne moga by¢ tylko przekroje odcinka BC, gdyz momenty M, i M.
maja podobne wartoéci, jak na odcinku 4B i CD, a ponadto dziata tu duzy moment M.. Na skutek

14 Wytrzymatosé materiatow
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P=Pa;/a;=404kN
o

8.6. Uwagi koncowe

Tre§é rozdziatu 8 obejmuje trzy grupy informacji. Pierwsza o charakterze poznawczym
omawia w ogromnym skrécie zjawiska trwalych odksztalcern w cialach mono- i polikry-
stalicznych. Na uwage zastuguje zasadnicza réznica mig¢dzy zjawiskiem poslizgu w mo-
nokrysztale i w ciele polikrystalicznym. Pierwsze z nich wystgpuje w plaszczyznie i kierunku
éci$le zwigzanym ze struktura krysztalu. Drugie odbywa si¢ w warstwie o skoriczonej
grubosci (rzedu wymiaru ziarna), przy czym potozenie warstwy i kierunku poslizgu zwig-
zane sa ze stanem naprezenia (plaszczyzna i kierunek ty,,). Chaotyczne ustawienie zia-
ren ujednorodniajace makroskopowe wiasnosci materialu nadaje temu poSlizgowi cha-
rakter zjawiska statystycznego.

Informacje drugiej grupy daja ilosciowe ujecie zjawiska poglizgu i zniszczenia w elemen-
tarnej kostce materialu przy jednorodnym stanie naprezenia. Do tej grupy naleza hipotezy
Hubera i 1., dajace dla danego materialu oceng bezpieczeristwa w odniesieniu do poja-
wienia siec pierwszych trwalych odksztalcer. Otrzymane tu wyniki ogéine i szczegdlne
nie ulegaja zmianie, gdy wszystkie skladowe stanu naprezenia zmienig si¢ na przeciwne.
Jest to shuszne tylko dla tych materiatéw polikrystalicznych, ktérych granice plastycznosci
przy $ciskaniu i rozcigganiu sa réwne.

Ocena bezpieczenstwa wedtug hipotezy Mohra podlega dwém ograniczeniom. Pierwsze
to dyskusyjno§é podstawowego zalozenia hipotezy, drugie to wynikajaca z mozliwosci
laboratoryjnych niedostateczna znajomo$¢ przebiegu obwiedni. Te ograniczenia nie sa
jednak zbyt istotne w zadaniach praktycznych, w ktérych najwicksze koto Mohra znajduje
si¢ z reguly w przedziale migdzy granicznymi kotami dla rozciggania i dla $ciskania.

Trzecia wreszcie grupe informacji stanowi ocena bezpieczenistwa w miekidrych przy-
padkach wytrzymatosci ztozonej preta. W tym miejscu nalezy uwypukli¢ omoéwiony
juz w art. 1.9. przeskok myslowy. Jego istota polega na przejsciu od elementarnej kostki
w jednorodnym stanie naprezenia do konstrukcji bedacej w stanie niejednorodnym.
Milczaco zaklada si¢ tu, Zze bezpieczenstwo calej konstrukcji (preta) jest rowne bezpie-
czenstwu tej elementarnej kostki, ktéra ma najwigksze O,eq.

Przedstawiony w calej czeSci drugiej material moze wywola¢ u czytelnika wrazenie
pewnej dysproporcji migdzy ujeciem teoretycznym a jego praktycznym wykorzystaniem
sprowadzajacym si¢ w gruncie rzeczy do postugiwania si¢ niewielka czgscia sformuto-
wanych tu zaleznosci. Tak jednak nie jest i wszystkie te wiadomosci znajduja praktyczne
zastosowanie w dalszej analizie.

Rp=462kN

Py=Q4sin oz, =6,06 kN

,cosoa,=3,5 kN |

M;=121kNm

C) z

™

Myc=038KNm
q

: T ‘.
przekrdj B e i przekrdj C

Rys. 8.20. Przykiad liczbowy

i M, i M, naprgzenia ¢ W poszezegdinych wldknach zmieniaja sie liniowo (zadanie 4
W, = 49,5 MPa jest stale we wszystkich wléknach skrajnych. Wynika
kroje B lub C. W pierwszym z nich (rys. 8.20c)

liniowej zmiennosc
art. 6.1), a naprezenie Ty = M/
stad, ze niebezpiecznymi przekrojami moga by¢ tylko prze
naprezenia

6o = + v/ M+ Mzp|W, = +92,6 MPa,

albowiem przekrdj jest kotowy, kazda centralna o$ jest gtéwna i zawsze mamy zgiecie proste. W ‘prze-
kroju C obliczone analogicznie 6, = +81,5 MPa. Przy jednakowej wartosci 7 wynika stad, ze niebez-

pieczny jest przekrdj B, w ktorym zgodnie z (8.8b)
Grea = /02 +37% = 126 MPa,

a poszukiwany wspoiczynnik bezpieczenstwa n, = R.[0cq = 2,0.
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CZESC TRZECIA

Konstrukcje pretowe

STATYCZNIE WYZNACZALNE
9 KONSTRUKCJE PRETOWE

9.1. Ramy plaskie

Konstrukcja pretowa nazywamy ustrdj ztozony z pretéw prostych lub zakrzywionych
tworzacych zespSt geometryczny niezmienny, o ile pomingé odksztalcenia pretéw wywotane
obciazeniem. Najprostszy zespdt stanowi ciag pretéw, ktérych korce tacza si¢ kolejno
w sztywnych narozach (rys. 9.1). Przy dziataniu obciazer naroze takie przemieszcza si¢
jako sztywna caloéé, przy czym katy migdzy osiami pretow zostaja nie zmienione. Taki
typ konstrukcji spotykany czgsto w praktyce nazywamy ramq. Gdy osie wszystkich pretow
leza w jednej tzw. plaszczyinie ramy, wowczas ramg nazywamy plaskq. Gdy warunek
ten nie jest speiniony, rama jest przestrzenna. ,

schemat statyczny

obraz konstrukcji

Rys. 9.1. Obraz konstrukcji pretowej i jej schemat statyczny
Linia ABCD — o konstrukcji przed obcigzeniem, AB’C’D’ — po obciazeniu; op = < ABC, a; — kat w wezle B’ miedzy osiami
odksztalconych pretéw 4B’ i B'C’,

Analize ram plaskich rozpoczynamy od ustalenia schematu statycznego (rys. 9.2a)
i okreslenia reakcji R4, Ry i Hr. W wyniku mamy petny obraz obciazenia. Z kolei wyzna-
czamy wysilek przekrojéw. Znaczne utatwienie daje tu podzial na prety sktadowe (rys. 9.2b)
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z jednoczesnym wprowadzeniem oddzialywan dajacych réwnowage kazdego preta. I tak,
biorac obciazony sitag R, = 12 kN pret AB’, w ktérym przekrdj B’ poprowadzono tuz
pa lewo od naroza B, widzimy, ze oddzialywanie w przekroju B’ sktada si¢ z sily Ry =
= 12 kN réwnoleglej do R, i momentu M,y = 12 kN m. Z kolei w precie BCD dotaczamy
do obciazen P,, P, i M: znane juz Ry i M;B z przeciwnymi jednak zwrotami, gdyz sa to

b) M TR,,’, 1R0=18kN
Mg*=6kNm BIEIp Ry
C D . b \rDMgo
4 a8\[F=10kN Mp D
E P,=20kN
i A Ra=12kN Z
y |A=10kN , 2 Py=10kN
AE E -
E
Ty Ar He=10kN | -
!
im "4%" r
g R-=18kN
¢) Mgg=12kNm  Mga=BKNm Myc=BkNm Myp=10kNm =-18KkN
B T~85kN D X
b 8 ¢} Mpo=toktim =’
B N=-85kN e D
8 / T=10KN
A T=2kN ~T=—18KN —
A
A N=0 =
[ -4

Rys. 9.2. Przyklad analizy ramy plaskiej

oddzialywania pr¢ta 4B’ na BCD, a w przekroju D wyznaczamy R, = 18 kN i M, =
= 10 kNm bedace oddzialywaniem prgta DEF. Na koniec sprawdzamy réwnowage
ostatniego preta DEF, obciazonego znanymi od poczatku sitami P, Hp i Ry oraz wyzna-
czonymi juz Rp i M,p. Te ostatnie maja zwroty przeciwne niz w precie BCD. Po takim
podziale wyznaczenie wysitku przekroju i wykreséw M,, T'i N (rys. 9.2c) jest juz operacja

12kNm 6kNm 8kNm  10kNm B5KN 18KN
1} C D B A VI
10kNm o % =
18KN] 10kN A Nf =
E £ T ==
A r1 2 Ew=
N —
T DLT N OR =
| F (+) Fh — ]

Rys. 9.3. Ostateczne wykresy M,, N, T dla ramy z rys. 9.2
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znana z czeéci pierwszej. Rzedne wykreséw odkladamy prostopadie do osi odpowiedniego
preta, przy czym rzedne M, dajemy po stronie ciskanych widkien. Site T uwazamy Za
dodatnia, gdy daje ona wspdlzegarowy obrot elementu, a dodatnia sita N odpowiada
rozciaganiu. Te wykresy dla poszczegdlnych pretéw laczymy zazwyczaj w jedna calos¢
(rys. 9.3).

2 Mzt=6kNm b)

’/p;7 Myp=10KNm

' =6 1
S B'SKN\ A7 nga KNm (\r
T=18KN

D Myp :
‘ T=2kN
'8 5kN

Mgp=12KNm N=18 k;i7MgD=10kNm

Rys. 9.4. Statyka narozy ramy

Na zakornczenie tego etapu zbadajmy jeszeze statyke narozy (rys. 9.4a). Wykorzystujac
poprzednie wyniki (rys. 9.2¢) mamy obraz naroza B, obciazonego sita P; i momentem Mg
oraz sktadowymi wysitku przekroju w pretach AB’' i BCD. Latwo sprawdzi¢, ze naroze
jest w réwnowadze. Jak widac, obcigzenie naroza momentem My pociaga przeskok mo-
mentu gnacego o wartos¢ M;. Przeskoku tego nie ma w narozu D, gdyz nie ma tam
zewnetrznego momentu. Obydwa te spostrzezenia czgsto wykorzystujemy przy kontroli
przebiegu M,.

W drugim etapie analizy majac juz wykresy M,, T i N okre§lamy ekstremalne naprg-
senia w niebezpiecznym przekroju i oceniamy bezpieczenistwo ustroju. Jednoczesne istnie-
nie M,, T i N powoduje, ze ta ocena jest zadaniem z wytrzymatosci ztozonej. W takim
ujeciu jest to znana juz kontrola konstrukcji. Inny wariant, tj. ksztattowanie konstrukeiji,
polega na doborze wymiaréw zapewniajacych dostateczne bezpieczefistwo. W obydwdéch
wariantach podstawa sa informacje znane juz z pierwszej i drugiej czgsci ksiazki. Wyniki
tego etapu analizy sa wiarygodne z techniczng doktadnoscia dla czeéci konstrukcji poza
narozami. Raptowna zmiana ksztattu (zatomy) w narozach ma ten sam efekt co w prostych
pretach istnienie karbow, zmian przekroju itp. Wartosci naprezetn w narozu zaleza od
jego uksztaltowania i nieistotna pozornie zmiana przekatnego 7ebra w narozu D (rys. 9.4a)
na uktad Zeber (rys. 9.4b) ma tu ogromny lokalny wplyw®.

Zagadnienia ram z tzw. odgalezieniami (tys. 9.5) sprowadzaja si¢ do poprzednio roz-
patrzonego. Wybierzmy dowolnie ciag pretéw ABCDE jako podstawowy, a ciagi GHB1 FD
jako odgalezienia. Odcinajac te odgalezienia bez naruszania ciagu podstawowego okre-
§lamy niezbedne do ich réwnowagi oddziatywania Ry, Mg, Rp1 Mp. Z kolei ciag podsta-
wowy obciazamy przeciwnie skierowanymi sitami R: i R,’; oraz momentami M; i M;.
W ten sposéb otrzymujemy trzy zagadnienia typu poprzedniego.

Laczac w jeden statycznie wyznaczalny zespot szereg ram prostych (rys. 9.1) otrzy-

() Ksiazka autora, Statyka i stateczno$é konstrukcji, wyd. 2, Warszawa 1965, PWN.
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E
< /o

Rys. 9.5. Analiza ramy z odgalezieniami

mujemy tzw. ramy zespolowe. Ich przykiadem jest rama tréjprzegubowa (rys. 9.6) ztozona
z trzech ram prostych 4B, BC i AC polaczonych przegubami 4, B i C. Po rozcigciu jej
na ramy proste wyznaczamy oddzialywania R,, Ry i Rc w przegubach. W tym celu rozkla-

Rys. 9.6. Rama tréjprzegubowa; okreslenie reakcji w przegubach

damy reakcje Ry na skladowe V1 Hp. Z réwnania réwnowagi momentow ramy 4B wzgle-
dem punktu A4 i podobnie ramy BC wzglegdem C mamy

—VBa‘I'HBh‘l'MA:O, —VBb—HBh'l‘MC:O,

gézie M, (M.) — moment obciazenia ramy AB (BC) wzglegdem punktu 4 (C). Z réwnan
tych otrzymujemy
Ve=(My+Mc)]l, Hp=Mca—M, b)[hl,

gdzie oznaczenia sa widoczne z rysunku. Pozostale reakcje R, i R obliczamy z rownan
réwnowagi rzutéw dla ramy 4B i BC. Po okreleniu reakcji kazda z trzech ram prostych
rozwigzujemy jak poprzednio.

Na ramie tréjprzegubowej ABC (rys. 9.7) mozemy nadbudowaé kolejne ramy DE i EF
zlaczone przegubem E, a nastgpnie ramy GH i HI ztaczone przegubem H. Taki zlozony
ustréj rozwiazujemy w kolejnoci odwrotnej do jego tworzenia. I tak w etapie I wyzna-
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czamy Rg, Ry, Ry, jak na rys. 9.6. W etapie II okre§lamy reakcie Rp, Rg, Rp traktujca
juz oddzialywania Rg i R; jako obciazenia na réwni z sita P,. Na koficu rozwiazujemy

R,
etap I & etap Il ...

Rys. 9.7. Przykiad ustroju ramowego statycznie wyznaczalnego

[

podstawowa rame¢ 4 BC obciazong znanymi juz reakcjami Ry i Rp. Widad, ze to rozwigzanie
przypomina analiz¢ kratownic, a rdézni sig innym formutowaniem réwnai réwnowagi

i inng praca elementéw.

Zadania

1. Wyznaczyé przebieg M,, T i N w podanych ramach (rys. 9.8). )

Odp. Jako sprawdzian podaje sig: dla ramy I jest (Mp)exsie = 13,5 kN m w narozu C; dla ramy II
jest | My|ease = 4 kKN m = const na odcinku BC oraz |M,|exsts = 4 kKN m w narozu E; dla ramy III
|My|exste = 9,66 KN m w przekroju E oraz |My|exste = 12kN'm w przekroju D.

[e——— 1,5m == b

m

8 ' c D {p
T T s | M=2kNm T ’

£ E I @ - I E

— ] 2 :i

A # KN ] §" P=4kNﬂ l

| st A
4, =12k =m L Y / y
b B F ;
i) e e— 1m —-l \
P=4kN
o
Rys. 9.8.

2. Wyznaczyé ekstremalny moment M, w podanych ramach (rys. 9.9).
Odp. Rama I: 7,5 kN m w przekroju B preta BC; rama II: 7,58 kN m w przekroju B odcinka BC;

rama III: 18 kN m w przekrojach B i .D cze§ci BCD.
3. Nie rachujac szczegblowo wskazaé razace bledy wykreséw M, (rys. 9.10), ktére ktos$ podat

jako wynik poprzednich zadan.
Odp. Rama I z rys. 9.8: przeskok M, w narozu B oraz M, # 0 w punkcie D; rama I z rys. 9.9:

brak réwnowagi wezla B; rama III z tys. 9.9: M, # 0 i zalom wykresu w przegubie C oraz brak row-
nowagi wezla D.
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12kNm

217

13,5kNm
NENEE
3 5kNm
c

Rys. 9.10. Bledne rozwigzania ram poprzednich

rama !l z rys. 99

_q=4kN/m

G

RSRRRR
B c 0
le— BmM —

I

10/kNm 4kNm  8kNm

)

8KkNm

A

—

Fy

A

[ -

1BKNm

4

i
!
|

rama llf z rys. 9.9

g A
N-AAKNmM

3

4. Stalowe mieszadlo (rys. 9.11) sklada si¢ z walka AB i dwéch ramion CEF i DGH. Obliczyé ek-
stremalne napr¢zenia w ramieniu.
Odp. Obcigzeniami sa ,,sity bezwladnosci”: g, = pw?4a, q, = gw?Ar, gdzie A = 3,14 cm?, w =
5 7n/30 = 78,5 rad/fs, ¢ = 7,8-10° kg/m3, skad g, = 3,02 kN/m, q, = 3,02 (v/a) kN/m. W niebez-
piecznym przekroju C jest M, = 94,6 Nm, N = 1,13 kN, skad o, = (M,/W)+(N/A4) =~ 124 MPa.

B — —

g 2 F} obcigZenia
4 —c 0 8
i &
My H ) lgq"
Qa
Rys. 9.11.

—»—q
4“’ il ‘__ Clhl'“ D‘ ‘P_ =le]
n—750m . §
M < G
|

r=8cm,

Rys. 9.12,

h=086cm
r,=83cm, b=03cm

5. Na zeliwny piersciei tlokowy dziala promieniowy nacisk g = 0,3 kN/m (rys. 9.12). Okresli¢
ekstremalne naprezenie.
Odp. Moment gnacy w przekroju B od sily gr, df jest gr. dﬁ-lf= qr. r sin (&‘—b’) dp, a cal-

kowity moment

My, = f qr rsin (e —p) dff = gr.r (1 —cos &)
(]
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R ———

osiaga ekstremum w przekroju D (x =) Pomijajac wplyw sit N oraz krzywizny mamy ¢ =

~ + 12qr, r/bh* =~ +220 MPa.

Rys. 9.13.

6. Trojprzegubowy pierécien obciazono sitami P (rys. 9.13). Gdzie nalezy umiescié przeguby BiC,
aby ekstremalny M, by! najmniejszy ?

Odp. Po okresleniu reakcji R4 i Rp piszemy warunek Rjp
o = 39° i (Mp)exste = 0,353 Pr.

JEF = Ry-BD, skad sin (/2) = 1/3,

9.2. Ramy obciazone przest;zennie

Zacznijmy od plaskiej ramy" obciaZonej prostopadia do ptaszczyzny Fan'ay S}lq ,P
i momentem M* rownowaziacym jej obrotowe dziatanie (rys. 9.14a). Po usquC}u wiezow
i okreSleniu reakcji R, = Ry = P[2 rozcinamy mysSlowo rame na poszc'zeg(?lne prqty
(rys. 9.14b), wstawiajac w przecigciach oddziatywania niezbgdne do zachowania rdwnowagt.

»
M*=120kNm b) ) ,» T00KN  ARs [\M
Myg=120kNm._ [

7z

Mge=25kNm

G
Myg =120 kNmQ/(— 7[';=100 kN
Ms’F

Mse=25 kN"‘{ 100kN
X%
.’/\

[N £ M

My Mc=25KNm

S g
l?&Z‘IOU kN 0 ) x

£ !“I Mor
100kN

v
Mgp=25KNm

Rys. 9.14. Analiza ramy plaskiej przestrzennic obciazonej

(1) Takiemu schematowi odpowiada na przyklad wat korbowy.
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I tak dla prgta AC
T.=P[2=100 kN i M, =(P/2)-AC = 25 kNm.

Wielkosci te sa wysitkiem przekroju C preta AC, przy czym M, jest momentem gnacym,
Tc —sila tnaca. Z kolei prgt CD obciazaja w punkcie C znany juz moment M, =
= M,c = 25 kN m oraz sita 100 kN, bedace oddzialywaniem preta AC, a wigc o prze-
ciwnych niz poprzednio zwrotach. Niezbedny do réwnowagi preta CD uklad sit i momentéw
w punkcie D

M, = M, =25kNm, M,,=100kN:CD = 60kNm, T, = 100kN

'

ma zwroty podane na rysunku. Uklad ten po zmianie zwrotéw, czyli M;D = My, My, =
= M,p, i sita 100 kN jest z kolei obciazeniem korica D preta DEF, skad mamy niezbedne
do réwnowagi tego preta Tp = P—100 kN oraz

My =M.y =60 kNm, M,z=M,,+100 kN-DF—P-EF =25 kNm.

Podobnie postgpujemy z pozostalymi pretami FG, GBI. W wyniku zadanie sprowadza
si¢ do analizy pigciu pretéw prostych. W analizie tej nalezy zwréci¢ uwagg na przeskoki
w narozach poszczegSlnych skladowych wysitku przekrojéw. Gdy na przykiad badamy
przekrdj C preta AC, wéwezas moment M, jest oczywiscie momentem gnacym. Jeski
jednak badamy przekréj C preta CD, to oddzialywanie preta AC, czyli Mc, jest momentem
skrecajacym dla przekroju C preta CD. Podobnie w narozu D: mornent gnacy M,p dla

M; (w kNm)

Rys. 9.15. Wyniki analizy ramy z rys. 9.14

przekroju D preta CD staje si¢ momentem skrecajacym M., dla przekroju D preta DEF,
a poprzedni moment skrecajacy M,p staje si¢ momentem gnacym M,y itd. Te fakty nalezy
uwzglednié przy budowaniu wykreséw M, i M, ktére zazwyczaj rysujemy w perspektywie
(rys. 9.15). Rzedne M, odmierzamy przy tym po stronie wiékien $ciskanych, a do rzed-
nych M, stosujemy umowg Z 1ys. 3.5.

Jesli na rame plaska dziala takze obciazenie w plaszczyZnie ramy (H # 0), to jego
dziatanie badamy oddzielnie, jak podano w art. 9.1, a nastgpnie stosujemy superpozycig.
Takiemu lacznemu dziataniu odpowiada najogdlniejszy przypadek wytrzymatosci ztozonej
preta, w ktérym istnieja wszystkie sktadowe wysitku.

Powyzsza metode rozdzialu ramy na poszczegdlne prety stosujemy takze w ramach
przestrzennych® (rys. 9.16). Jedyna réznice stanowi konieczno$¢ formutowania dla kazdego

(1) Sprawdzenie wynikéw z rys. 9.16 zostawia si@ czytelnikowi.
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Rys. 9.16. Analiza ramy przestrzennej

preta wszystkich sze§ciu warunkéw réwnowagi‘®. Zbadanie wysitku przekrojéw w pretach
daje w wyniku sze§¢ wykres6w, tj. momentéw gnacych, skrecajacego, sity wzdluznej i sit
tnacych. Dla wigkszej jasno§ci wykresy te zaleca sig rysowac dla oddzielnych pretow.
Podobnie jak poprzednio, w narozach ram przestrzennych zachodza przeskoki sktadowych
wysitku. Przeskoki te powoduja, ze rozktad napreZeri w narozach odbiega znacznie od
wynik6éw analizy dla preta prostego i tak jak w ramach plaskich zalezy od uksztaltowania
naroza.

wykres My dla P=2qr

Rys. 9.17. Analiza pierScienia obciazonego przestrzennie

Zagadnieniami wymagajacymi pewnej wyobrazZni s przestrzenne obciaZzenia pretow
zakrzywionych (rys.-9.17). Na my§lowo odcigta cze§¢ AE dzialaja: do gory sita P i do
dolu obciaZenie gre, wobec czego niezbgdna do réwnowagi i skierowana do dohu sita
tnaca

T =P—gqgra. (a)
Przy badaniu réwnowagi momentéw wzgledem osi OF zauwazmy, Ze ramig sily P jest
AH = rsin o, a rami¢ elementarnej sily (gr df) jest FG = rsin (a—p), skad

M,—Prsina + [ qrdf-rsin(a—p) =0,
(]

) poprzednio (rys. 9.14), gdy H = 0, trzy warunki réwnowagi, tj. sumy rzutéw na osie w plasz-
czyznie ramy i momentéw wzgledem osi do niej prostopadiej, sa spelnione tozsamosciowo.
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a po scatkowaniu i uporzadkowaniu
M, = Prsina—qr?(1 —cosa). (b)

Podobnie z warunku réwnowagi momentéw wzgledem stycznej do osi preta w punkcie E
mamy

M,+P-EH — [ (qrdp)-EG =0,
0

a uwzgledniajac, z¢ EH = r (1—cosa), EG = r [1—cos (x—p)], mamy
M, = —Pr(1 —cosa)+qr?(e—sina). (©)

Wyniki (a)--(c) ilustrujemy wykresami perspektywicznymi, jak podany na rysunku wy-
kres M,. Ekstrema M, i M, wyznaczamy z warunkéw dM,/de = 0 i dM,/dx = O itd.
Naprezenia okre§lamy jak w pretach prostych, tj. pomijajac wplyw krzywizny. Doktadno§é
tego przyblizenia jest 1zedu b/r, gdzie b — gabaryt przekroju mierzony réwnolegle do
plaszczyzny ramy.

Z tych przykladéw ram przestrzennych wida¢ istotna rolg rysunku konstrukcji lub jej
fragmentéw zwlaszcza przy badaniu réwnowagi.

Zadania

1. Na rame¢ (rys. 9.14) dziala w punkcie E moment M* = 20 kN m o wektorze prostopadlym
do AB. Okresli¢ przebieg T, M, i M,

F)dp: Na czgSci ACDE wykresy, jak na rys. 9.15, zredukowane pigé razy. Na czeéci EFGB wykresy
M, i T, jak w cz¢Sci ACDE, a wykres M, przeciwny. W przekroju E przeskok M, od 410 kNm do
—10 kN m.

2. W przekroju A4 (rys. 9.16) dziata w ptaszczyZnie xz moment M} = 10 kN m. Wyznaczyé wy-
sitek przekrojow. .

Odp. Cz¢§¢ ABC zginana w plaszczyZnie xz, M, = M} = const. Pret CD skrecany; M, = M} =
= const.

3. W punkcie A4 pierscienia (rys. 9.17) dziala dawna sila P i moment M} = Pr, ktérego wektor
ma zwrot i kjerupek zgodny z osia OB. Wyznaczy¢ wysitek przekrojow.

Odp. M; = Pr = const, M, = 0, niezaleznie od kata o.

Mytdpy, MstdMs

Rys. 9.18. Analiza rownowagi naroza

Rys. 9.19. Réwnowaga elementu pierscienia
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4. Jak zmienia si¢ wyrazenia (b) i (c), jesli P = 0, za$ q jest liniowo zalezne od &, tj. ¢ = qp(2/3w).

0dp. My = —2gp r*(x—sin )31, M = —qp r¥(«*+2 cos o—2)[3m.

5. W narozu A4 ramy (rys. 9.182) kat & = /2. Jakie sg M, i M, w przekroju A’’ (za narozem),
jesli w przekroju 4’ (przed narozem) dzialaja znane M, i M;?

Rozwiazanie wykredlne. Na rysunku naroza W rzucie (rys. 9.18b) nanosimy wektory M,
i M, oraz wypadkowy wektor M. W przekroju 4" przeciwny wektor M rozkladamy na Mi M,.

Rozwiazanie analityczne wynika z poprzedniego

M, = M, sin &+ M, cos &, M, = M sin & — M, cos &.
6. Dla pierécienia (rys. 9.17) z wzoru (¢) mamy dM,/dx = —Pr sin & +gr2(l —cos ®), a wiec
dM,/dx = —M,. Czy to jest przypadek ?

Odp. Nie. Z réwnowagi momentow wzgledem osi stycznej w punkcie E do elementu pierscienia
(rys. 9.19) mamy

(M,+dM,) — M; cos da+M, sindx =0
i po uwzglednieniu, ze cos dx =1, sin do = d«,

M, Jdx = —M,.

Podobnie z dwdch pozostalych réwnan réwnowagi mamy

dM,[dx = Tr+M,, dT/dx = —aqr.

9.3. Wyznaczanie przemieszczen W ustrojach plaskich

Metode wyznaczania przemieszczen objasnimy na przykladzie plaskiego ustroju
(rys. 9.20a), w ktérym chcemy na razie znaleié poziome przesunigcie dfp, wywolane zalozong
z géry deformaciq jednego tylko elementu EF. Deformacja ta sklada si¢ ze wzglednego
obrotu przekrojéw E i F o kat dd, rozsuniecia ich o du i prostopadlego do osi preta prze-
suniecia dwr.

Postawione zadanie mozna rozwiaza¢ wykreSlnie. Traktujac przekr6j E jako baze,
wrysowujemy zdeformowany element EF, a potem dopasowujemy do przemieszczonego
przekroju F' nieodksztalcona reszte, tj. czgs¢ FCD. |

Zamiast tej niedokladnej metody wykresinej stosujemy rozwiazanie analityczne metodq
Maxwella~Mohra. W tym celu (zupelnie niezaleznie od pierwotnego ukiadu sif) obcigzamy
ustréj w punkcie D jednostkowq poziomg sifa P. = 1 N, a wigc majaca kierunek poszu-
kiwanego przesunigcia (rys. 9.20b). Sila ta wywoluje w utwierdzonym przekroju 4 reakcie,
a w innych odpowiedni wysitek zapewniajacy przy mySlowym przecigeiu rOWNOwage
kazdej czeéci ustroju. W nieskoriczenie bliskich przekrojach Ei F skladowe tego wysitku sg.:
moment gnacy m, sila tnaca ¢ i wzdluzna n. Sktadowe te ujawniaja si¢ jako sily zewnetrzne,
gdy usuniemy mys$lowo element EF, przy czym czefci ABE i FCD zostaja W rownowadze.
Ten ostatni fakt ujmiemy w zalezno$¢ opartg na znanej z mechaniki zasadzie prac przygo-
towanych. Zasada ta glosi, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym réwnowagi uktadu ma-
terialnego jest, zeby suma prac wszystkich sil (zewngtrznych i wewnetrznych) na dowolnym
przesunieciu przygotowanym, tj. zgodnym z narzuconymi wigzami, byla rowna zeru. Dla
badanego tu uktadu sit P. = 1 N, m, ¢ i n przyjmiemy jako przesunigcia przygotowane
uklad przemieszczen z zadania pierwotnego (rys. 9.20a). W tej sytuacji prace przygotowane sa

A

Ty
W

Rys. 9.20. Okreslenie przemieszczenia ustroju przy uzyciu zasady prac przygotowanych

odpowiednio 1:dfp, —m do, —tdwy i —ndu, aich suma” w badanym tu stanie rowno-
wagi jest rowna zeru, czyli
1dfp—mdd—tdwr—n du=0,

skad mamy poszukiwane przesunigcie poziome punktu D
dfp = (m[D)dd+(t/1) dwr+(n/) du, (@)

przy czym wartosci liczbowe (mf1), (¢/1), (n/1) sa nadal réwne m, 1, n, natomiast ich miana
N m/N badz N/N oznaczaja stosunek danej sktadowej wysitku do jednostkowego obcia-
Zenia.

Rozszerzmy teraz pierwotne zadanie i zalézmy, Ze wymuszong deformacje dd, du,
dw, ma element G, a nie EF. Postgpujac jak poprzednio okreslimy nowe poziome przesu-
niecie punktu D

dfp = (m[1)dd+ (1) dw+(n/1) da, (b)
gdzie m, 1, i — skladowe wysitku w clemencie G odpowiadajace tej samej sile P, = 1 N.
Jezeli deformacji ulegaja jednoczesnie elementy EFi G, to wypadkowe poziome przesuniecie
punktu D jest wedlug zasady superpozycji algebraiczna suma wyrazen (a) i (b). Uogdlniajac
to na przypadek deformacji wszystkich elementéw pierwotnego ustroju, otrzymamy

fo=[dfo= fmd19+ftdwT+fndu, ©.1)

jako calkowite poziome przesunigeie punktu D. Catkowanie (sumowanie) obejmuje tu
wszystkie prety ustroju. Zmienna niezalezna jest wspotrzgdna s okre§lajaca polozenie

(1) W bilansie tym nie ma pracy reakcji, gdyz utwierdzony przekr6j A nie ma zadnego przemiesz-
czenia.
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przekroju, a jej funkcjami zadane z géry d#, dwr i du oraz odpowiadajace P, = 1IN
wielkoéci m, ¢ i n, ktérych miana, jak méwiono, s3 Nm/N oraz N/N.

Zalezno$é (9.1) wynika z samych tylko zasad statyki, jest wigc stuszna niezaleznie od
tego, czy materiat jest sprezysty, czy nie, oraz miezaleznie od przyczyn wywolujacych de-
formacje, gdyz stanowi ona analityczny odpowiednik metody wykresinej majacej te wlasnie

Rys. 9.21. Okreslenie elementarnych odksztalcenn odcinka preta

cechy. Najwigksze jednak znaczenie ma przypadek, gdy badany ustrdj (rys. 9.20a) jest
sprezysty i przyczyna jego odksztalcenia jest obciaZenie Py, P,, M*, wywolujace w prze-
krojach elementu EF wysitek o sktadowych M,, Ni T (rys. 9.21). W wyniku tego przekroje
elementu ulegaja

obrotowi o kat d8 = ds/e = M, ds/EJ,, (©)
rozsunieciu 0 du = Nds/EA @
oraz przesunigciu dwy wywolanym naprezeniami ¢ od sity T. Gdyby rozklad ¢ byl réwno-
mierny, czyli t = 1t = T4, to przekrdj zostalby plaski i wtedy byloby dwr = (14/G) ds =
= T'ds/GA. Przy nieré6wnomiernym rozkladzie t, ale plaskim przekroju, bytoby -dw, =
= Ymax 45 = Tmag d5/G. W rzeczywistosci (rys. 5.37) przekrdj nie zostaje plaski i szukane
dwy jest mniejsze niz ta druga wartoéé, ale wigksza od pierwszej, co wyrazamy piszac, ze
dwr = 9T ds/GA, (e)

gdzie bezwymiarowy wspélczynnik y zalezy od ksztattu przekroju. Zgodnie z tym, co po-
wiedziano, mamy'1 < ¢ < (Tpex/Ts) 1 na przyklad dla przekroju prostokatnego y = 6/5,
dla kolowego y = 32/27 itd.

Wstawiajac teraz wyniki (c), (d) i (¢) do (9.1) otrzymujemy

_  M;mds pT tds Nnds
f—f it +f o+ [ 5 ©.2)

jako ogllne wyrazenie przemieszczenia f w plaskim ustroju. Wyrazenia podcatkowe sa
przy tym dodatnie, gdy sktadowe wysitku M, i m, Ti t, N i n maja odpowiednio zgodne
zwroty, tak bowiem wynika z caloéci przeprowadzonych rozwazaf. Dodatnia warto$¢ f
oznacza, ze przemieszczenie to ma kierunek zgodny z sita P, = 1 N, gdyz tylko wtedy
praca jej jest dodatnia, jak zalozomo.

Zasadnicza ide¢ metody Maxwella-Mohra, tj. wprowadzenie jednostkowej sity P,
mozna przyréwnaé do pomiaru warsztatowego (rys. 9.22). I tak, chcac zmierzy¢ poziome
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przesunigcie punktu D ustroju, umocujemy na podiozu zegarowy czujnik, ktérego prze-
suwny trzpien napedzajacy wskazéwke dotyka tego punktu. Kierunek trzpienia musi by¢
poziomy, gdyz tylko wtedy jego przesuw odpowiada zamierzonemu pomiarowi. Zrozu-

Rys. 9.22. Analogia sit jednostkowych do pomiaru warsztatowego

miala jest przy tym réinica miedzy obcigzeniem P;, P,, M* wywolujacym odksztat-
cenia obiektu a czujnikiem jako elementem pomiarowym. Poréwnujac ten opis z poprzed-
nimi rozwazaniami widzimy catkowita analogi¢, z tym ze w pojeciach statyki rol¢ czujnika
spetnia jednostkowa sita P, o kierunku, ktéry zdolny jest ,,pomierzy¢” szukane przesu-
nigcie.

Stosujac te analogi¢ widzimy, ze dla pomiaru pionowego przesunigcia punktu D trzpien
czujnika musi byé pionowy i musi dotykaé punktu D. Tlumaczac to na pojecia statyki
powiemy, ze dla obliczenia pionowego przesuniecia punktu D nalezy w nim przytozy¢
pionowa jednostkowa silg spetniajaca rolg czujnika, a wigc majaca zupelnie inna role
niz rzeczywiste obciazenie ustroju.

W podanym przykladzie oraz innych zadaniach tego typu mozna wyodrebni trzy
etapy. Pierwszy z nich, to odpowiedni dobér sily jednostkowej P, ,,mierzacej”, jak na
rys. 9.20b, poszukiwane przesunigcie, tj. poziome, punktu D. Etap drugi, to okreslenie,
jak podano w art. 9.1, przebiegu M,, T i N dla rzeczywistego obciaZenia ustroju oraz
przebiegu m, ¢ i n dla obciazenia sita (czujnikiem) P. = 1 N. Wynikiem tego etapu sg
badz wykresy, jak na rys. 9.3, badz funkcie My(s), ..., n(s) wspétrzednej s cechujacej
polozenie przekroju. Etap ostatni, to obliczenie calek wyrazenia (9.2). Gdy prety ustroju
maja stale sztywnosci EJ,, EA 1 GA, woéwezas funkcje podcatkowe sa iloczynem dwoch
funkcji, np. M,(s) m(s). Bardzo czgsto co najmnicj jedna z tych funkcji jest liniowa i wtedy
obliczenie jest uproszczone, gdyz catka jest typu

32

[ Y®y(©)ds,

St
gdzie Y(s) — dowolna (nicliniowa, tamana, nieciagla itp.) funkcja s (rys. 9.23), za$

15 Wytrzymato§é materiatow




I

~§+uvulw- :hluvaw Aql Wvuc.ml Nuu.wl 0 l..kE.El*n
_
! o L
110—q0) P+ 110—q0)p— Rliv 9— ] i i
+@—70]2 3 —(q-709) > h Pa-r0% P07 Mm ¥
ﬁ N [ S Y Y P4
z v !
:3~+u§w :?Isnﬁ, mh +1)a+ - e ) ol s o 1
—(q+r7) 2]+ +@+27)°] + 1 9 I ! *W_._.E._._._._._._.E._._._E_l»n
I ! +\+1jr|p T
|
y ¥ £ T) sz y z _A‘wl.ifw
1(p—o)v— 1(p+9) AM.N - L fooln 190 < 1ov

l 1, = |
:| .Ivml El iv r+ T S
h : S S A
i R e ..
N
1z 0> 1(pT+9) aw Am iv o0 W o3 L
e
:NTUN?W :nt@ulw Am lezalw- oo = E% én
e e
e = z z 1o0
LEAE AR T & ¢ LTI
=L . 7 WAl\wl.....?m 7 I 3 /; 4 eyung
il g R

A=

LT

A efoyung

S

—

I'6 ®dI[qeL

sp Ag .‘. YOAUO[$IINO HOFEd 10§0ITBM




9. Statycznie wyznaczalne konstrukcje pretowe

2 > __———,—-.—_—_— S —
y = as+b — liniowa w calym przedziale sy, . Wartosé calki®
[ Y©)y()ds =Fye 9.3)
yA
fat ————— Sp ——
y=as+b
l.‘
o] = e
0 St S2 S

2
Rys. 9.23. Uproszczony sposéb okreslenia catki J Yy ds

5y

nieliniowej funkcji Y przez t¢ rzedng yc funkcji liniowej y,

dka ciezkosci pola F. Z tej tzw. requly Wierieszczagina
§ci calek podane sa w tabl. 9.1.

jest po prostu iloczynem pola F
ktéra odpowiada odcigtej s¢ $t0
bedziemy czgsto korzysta¢. Niektore warlo

Z.adania

1. Okresli¢é pionowe przemieszczenia punktéw A i B pryzmatycznej belki (rys. 9.24) o przekroju

kotowym wywolane sila P.
Rozwiazanie. Pierwszy elap polega
P, = 1N, jako ,,czujnika’ mierzacego szukane przesunigcie.

wysitku przekroju D
M, =P (-2,

na wprowadzeniu w przekroju A jednostkowej sity pionowej
W etapie drugim wyznaczamy sktadowe

t=1N/N, n=0,
l

X-Zdl ﬁ P . tPc=1N
s P -

e e ol A4 7 ]

7 D ¥

¢ Pl ¥ tP(I-X) A ol A(l=%) A C.f'i JE my=0 4
w IR o T

P .3 @ @ t=1 t=1 t=0

r AT, ¢ [T, - ¢ Cﬂ%m—g—a 4

Rys. 9.24. Przyktad obliczenia ugie¢ belki

T=P, N=0 oraz m = (I—x) Nm/N,

P,_.=1N‘l
g 1A

(1) przebieg catkowania jest nastgpujacy:
s3 53 Sa
[ Y(s)(astbyds =a [ Ysds+b [ Yds=(asctb F,
St

5y Sy

przy czym { Ys ds jest mome
moment ten jest rowny Fsc, gdzie sc

obec tego

ntem statycznym pola F = f Y ds wzgledem osi rzednych i w
= ﬂSc+b.

— odcieta $rodka cigzkodci pola F, a z rysunku yc
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—

_ jak.o funkcje x stuszne w catym przedziale (0, /). W etapie trzecim funkcje te podstawiamy do (9.2) i cal=
kujemy .

i ]
_ (PU—x)(—x)dx “P-1- g
fa= J ET—)*‘F‘P J o) +0 = Ll +l£‘[‘,
; i J G4 3EJ, GA
przy czym wielkoléci' M, i ", T i t wstawiono ze znakiem plus, gdyz ich zwroty sa odpowiednio zgodne
sZuk'ane przesul?lgme f'f _!est suma dwéch skladnikow. Pierwszy jest identyczny z wynikiem (5.25)
dr]_(lifl reprelf;antuje, pominiety w rozdz. 5, wplyw sity tnacej na ugiecie belki. Poniewaz G = E[2 (1+v)’
a dla przekroju kotowego J, = nd*/64, A = nd?[4 oraz y = 32/27 = i ik
- 7] / 1,185, zatem poprzedni wynik
_ PP 3WE J, PP? 2 2
fA——~(1+l——L B 1w Aa+y (2] __PP d
3EJ, G AP 3EJ, e 1)1 3EJ, 0o T) ]
przy cz.ym w ?s.tatnim wyniku przyjeto » = 0,3. Widaé, ze wplyw sily tnacej jest rzgdu (d/])*> w stosun-
ku do Jedngsc1 i gc}y Ild> 8, v.véwczas wplyw ten nie przekracza 1% wartosci klasycznej,vtj. PI3[3EF,.
Podobnie okreslfimy przemieszczenie punktu B wprowadzajac w nim ,,czujnik” P. =1 N i budujayc
wyl.(resy m,. t. Stosujq_c re'guIQ Wierieszczagina musimy jako funkcje y wziaé M, i T, a jako Y funkcje
i Zl: )1 t, %d;/z(l;ze) (zls/tza)tnle ;11e sa w cistym znaczeniu liniowe [ (x) jest tamana. ¢ (x) — nieciagta] Pole
w =0, = [2/8, a 1zedna (yc)s = 5PI/6, bo Srodek cigzkodcei dei
b ) ciezkosci wykresu m (x) ma odcigta

f(Mg m/EJ,) dx = (1/EJ,) (I*/8) (5PI/6) = 5PI*|48EJ, .
Analogicznie f Tt dx/GA = wPIl[2GA, a wynik koncowy
fs = (SPIP/48EJ,) [14(32/45) (1-+) (d/D)?] =~ (SPI[48EJ,) [1+0,93 (d/I72]

ma podobny sens jak poprzednio. Dodatnie wartosci fu i f5 $wi 6 maj
. G o i fp $wiadcza, ze m i ;
z odpowiednimi ,,czujnikami” P.. e a aia oneskiemunckzRodty

_T=+0,30kN
' T=+6kN

~N=-895kN

L 0,375 Nm/N , - n=-0448N/N
: o R=IN D )
< n=-0448N/N >
“0.375Nm /N -N/& @
7 @ n=-1N/N

Rys. 9.25. Przyktad liczbowy
Dane: J, = 328 cm?, A = 142 cm?, p =2,0, E = 2,6 G = 2:10° MPa, Itp = lcs = 1,68 m

2. Okresli¢ catkowife przemieszczenie j

B2 punktu D ustroju I z tys. 9.9, przyjmujac j

no§é pretdéw, jak na rys. 9.25. ; Pl Jeon

- gozw1‘q:.za:n1?; Rozpoczynamy od okreslenia przesunigcia poziomego. W tym celu obciazamy
16 ,,czujnikiem” P, = 1 N (rys. 9.25b). W etapie drugim robimy jak poprzednio wykresy M, ..., ¢
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Z racji statych sztywnosci catkujemy wedlug reguty Wierieszczagina. I tak

pret AB pret CB pret BD
1 3 . 3.
fM,mds - 1 [(1,5‘101 1.63)(10,375)+(7,5 10 1,68)(10,375]+ 0 ],,
EJ, 2-10'1-328-10-8 2 3 2 3 ;
e e ——  — e
pole rzedna pole rzedna

skad mamy warto§é¢ 2,88:10~3 m = 2,88 mm. Podobnie

pole rzedna pole rzgdna
LIE I e S [(11,63-10° 1,68) (—0,448)+(—8,95-10°-1,68) (—0,448)+ 0 1,
EA  2-10''-142-10~* —2 = —
pole rzedna pole rz¢dna
f "’Té is = 77.10102_’;’42.10_; [(300-1,68) (0,224) +(_4460-1,08) (—0,224)+ 0 ],
x ? pret AB pret CB pret BD

skad odpowiednic mamy —0,01 mm i 0,04 mm. Poziome przesunigcie jest 2,88—0,014-0,04 =
= 291 mm > 0, a wiec zgodne jest z sila P.. /

Przy okreélaniu pionowego przesunigcia punktu D obciazamy ten punkt pionowa sita P. (/ etap).
Wykresy M,, N i T zostaja te same, wykresy m, n i ¢t maja posta¢ jak M, ..., a rzedne zmniejszone
w stosunku P./P = 1/6-10%. Wykorzystujac to oraz biorac dane z tabl. 9.1 mamy

IM B sl (l 1500-0,25 -1,68-+ -1 7500 1,25 1,68+ - 6000-1-1) = 11,37 mm
EJ, 656-10° \ 3 R 3

- N— p—
pret AB pret CB pret BD

i podobnie dwa pozostale skiadniki 0,21 i 0,11 mm. Pionowe przesuni¢cie 11,37+0,21+0,11 =
= 11,69 mm > 0 ma kierunek do dotu. Catkowite przemieszczenie punktu D jest suma geometryczna
obydwoch przemieszezen skladowych i wynosi

fo = V11,69 +(2,91)* = 12,08 mm.
Z obydwoch zadah wynika, ze w por6wnaniu z momentami gnacymi wplyw sit tnacych i wzdtuznych
na przemieszczenia jest pomijalny, a wigc

przemieszczenia w ustroju z pretéw smuklych przy jednoczesnym ich zginaniu, $cinaniu i rozciaga-
nin sa z techniczna dokladnoScia réwne pierwszemu tylko skladnikowi wzoru (9.2), czyli

M mds (9.4)
f f—l—ﬂy :
M¥ EI /1-h m'

8 N g M o BN 8 s
F F J.-U""F =3
T ”]% r | = . A=
= %M*’ 2 . _1"2‘ 1"'2-%
I M, E l i =
A V£ E2 DA £ E2 0 ey Ez_’__ 0 1'7’:1[“\# E ?

;‘i\: L_,.l _%:), B A= @=1Nr-'~u¢u

L(z—f—r-f

Rys. 9.26. Okreslenie przemieszczen wzglgdnych

3, Okreéli¢ z techniczna dokladnoscia pionowe i poziome rozsunigcie si¢ przekrojow E;, E; ramy
(rys. 9.26). EJ, = const.

Rozwiazanie. Poziome przesunigcie przekroju E, ,,mierzy” przytozona w nim pozioma sita P, =
= 1 N skierowana na prawo. Przylozona w przekroju E, sita P. = 1 N ,,mierzy”’ przesuniecie jego
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na lewo. Rozsunigcie si¢ poziome E, i E, jest sumg tych sktadmikoéw, a wigc: ,,czujnikiem” jest jedno-
czesne obcigzenie przekrojéw dwiema przeciwnymi sitami P,.

W etapie drugim robimy wykresy M, i m, jak podaja rysunki, a nastgpnie (etap III) obliczamy
z wzoru (9.4) i (9.3)

f =(1 3M* 31 1 M* 1)(_,,) 1 M*h
2 4 4 2 4 4 EJ, AEJ, '
pole Fp w precie BC rzedna y¢

Ujemna warto$¢ wyniku oznacza, ze praca sit P, jest ujemna, a wigc przekroje E; i E; nie rozsuwaja sig,
jecz schodzg sig.

Rozumujac podobnie okreslimy pionowe rozsunigcie si¢ E; i E,, gdy ,,czujnikiem” jest uktad dwu
sit pionowych P. = 1 N. Po zrobieniu wykresu m’ i wykorzystaniu tabl. 9.1 otrzymujemy

Foren =_1_[1 3 (L _ZL) 3,1 M (21__f. 1) 1] _ M
EJ, L6 4 2 44 o6 4 4 2/4] 96L&/,

odcinek BF adeinek FC

Wynik fp10n > 0 oznacza przesunigcie E; wzgledem E, do gory,

+0,58

e 050 L 0

Rys. 9.27. Do zadania 4; 4, — 20 cm?, dla reszty pretow 4 — 10 cm?

4. Obliczy¢ wypadkowe przemieszczenie wezta B stalowej kratownicy obciazonej sitami 50 kN
i 40 kN (rys. 9.27). E = 2-10° MPa.

Rozwiazanie. W kratownicy prety sa tylko rozciagane lub $ciskane, wobec czego z wzoru (9.2)
zostaje tylko ostatni sktadnik. Ponadto w precie istym N; = const, n; = const oraz A4, = const i wtedy

fN[ n; dS/EA, o Nl n II/EAI 3

gdzie /; — dlugos¢ i-tego preta. Wartosé wyrazenia (9.2) jest suma takich sktadnikow dla wszystkich &
pretow kratownicy, skad

k
N, n; ll

f= FA,

0.5)

1

Calosé obliczen ujmujemy w ponizszej tablicy. Pierwsze trzy kolumny to numeracja i dane geometryczne
pretow. Kolumny 4 i 5 podaja sity N, odpowiadajace rzeczywistemu obcigZzeniu i wywolane tym
wydiuzenia Al; = N, /,/EA,. Kolumna 6 to sily n:(N/N) dla ,,czujnika”, tj. pionowej sity P. = 1 N przy-
tozonej w wezle B. Wreszcie w kolumnie 7 mamy iloczyny n;, Al, ktorych suma to szukane pionowe
Przesuni¢cie wezta B. Dodatnia warto$é §wiadczy, ze przesuniecie to zachodzi do dotu.

Obcigzajac podobnie wezel B pozioma sita P, = 1 N obliczamy odpowiednie n;’ oraz n; Al; i w wy-
niku (suma kolumny 9) mamy poziome przesunigcie wezta B zachodzace na prawo. Wypadkowe prze-
mieszczenie jest geometryczna suma sktadowych i wynosi

fo = Y283 +(—2,87)2 = 3,76 mm.
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| Tk o e,
Pret | A A N, T n; n; Al nj n, Al
nr ‘ m cm? | kN mm | N/N mm | N/N mm
1 ‘ 3,0 10 l +1,9 t +0,03 -0,50 —0,02 l —0,50 —0,02
2 3,0 10 —23,1 —0,35 0 0 0 0
3 ‘ 3,0 10 +96,2 +1,44 40,58 0,83 —1,00 —1,44
4 f 3,0 20 —96,2 —0,72 —0,58 0,42 1,00 —0,72
5 3,0 10 -+46,2 +0,69 40,58 0,40 —1,00 —0,69
6 3,0 10 —46,2 —0,69 —1,16 0,80 0 0
7 3,0 10 +462 | +0,69 0 0 0 ‘ 0
| SwAlL = YAl =
| T=2,43 mm = —2,87 mm

5. Jak zmieni si¢ wynik zadania 4, gdy obciazenie zwigkszymy m 1azZy, a pola przekrojow zwigkszy-

my n razy?
Odp. Zmieni si¢ w stosunku (m/n) tazy.
6. Nie obliczajac szczegdtowo okreslié jak (do gory,

ustrojow (rys. 9.28)?

na lewo itp.) przesuna si¢ punkty A podanych

P

e

e i ‘l
p,=1N

Rys. 9.28.

i m maja przeciwne znaki i przesunigcie f odpowiadajace pionowej sile P,

Odp. a. Do dolu, gdyz M,
A pozioma P = 1N skierowana na lewo mamy wszedzie

jest ujemne; podobnie obcigzajac punkl
jednakowe znaki M, i 7, a wiec punkt A przesunie si¢ na lewo.

b. Do gbry, poziomo nie przesunie sig.
¢. Pytanie jest bez sensu, dop6ki nie unieruchomi sie ustroju jako ciala szlywnego. Zaleznie od unie-

ruchomienia punkt A4 ma rozne przemieszezenia. Gdy utwierdzi¢ przekrdj B, punkt A przesunie sig
do dolu i na prawo (patrz rys. 9.28a), gdy w narozu C jest podpora przegubowa nieprzesuwna, a w D
przegubowa dajaca swobode pionowego przesuwil, wowezas przesunigeie A jest na lewo bez skladowej

pionowej (0 ile pomina¢ wplyw sit N) itd.

9.4. Wyznaczanie przemieszczen (c.d.):
vogélnienie wynikow

Metoda Maxwella—Mohra (w skrocie M—M) mozna wyznaczaé nie tylko przesunigcia
punktéw ustroju, lecz 1 inne wielkoéci, jak kat obrotu przekroju wzgledem podioza,
wzgledne przemieszczenie katowe lub liniowe dwdch réznych przekrojow itp. Warunkiem
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e

tego ‘ uogélnienia jest wprowadzenie zamiast sity P, innych jednostkowych obcigzen
Pamietajac, ze metoda M—M opiera si¢ na zasadzie prac przygotowanych, jako kryteriurr;
doborg tych n'owych obciazen przyjmiemy tez pojecie pracy. I tak, jesli « oznacza szukane
prz’emleszczeme, to deowiadajqcy jemu jednostkowy uklad obciazenia I, = 1 jest ten
ktorego praca przygotowana na tym przemieszczeniu jest ,

Ly=Ijo=1.2 Nm. (9.6)

Rys. 9.29. Przykiady okreslenia jednostkowych uogélnionych sit odpowiadajacych zadanym uogol-
nionym wspotrzgdnym

Poniewaz w tej definicji & moze oznaczaC rézne rodzaje wielkosci (kat obrotu, przesu-
niecie itp.), nazywamy o uogdlnionym przemieszczeniem lub uogélnionq w.;po'lrzgdn:z. Obcia-
senie I zwiazane z « zaleznoscia (9.6) jest uogdlnionq silq wspélrzednej a. Wartos¢ I, = 1
nazywamy jednostkowa uogélniona sita wspot- i

rzednej o. Yo
Dla przykladu: uogélniona sila odpowia- r‘x.{'.__-
dajaca katowi 9 (rys. 9.29a), tj. obrotu przekroju barika powietrzna s '._Ii:::;

C wzgledem podloza, jest obciazenie zlozone
zmomentu My = 1 N mi reakcji R, = Rp = 1/I,
gdyz jego praca L = MES. =1-8. spelnia
kryterium (9.6). Podobnie katowi dcp wzgled-
nego obrotu przekrojéw C i D (rys.9.29b) odpo-
wiada uogdlniona sita w postaci dwdch prze-
ciwnych momentdéw ME = My =1Nm przy- }
tozonych w tych przekrojach. Zauwazajac bo-
wiem, Zze Ocp = dc—Pp, mamy spelnienie wa-
runku (9.6)

L=Mt0—MESp=1-(9c—0p) =1:b¢p.

W z.astosowaniu do badania przemieszczeti pojecie uogdlnionej sity mozna przyréwnac
d-o czujnika reagujacego tylko na dany rodzaj przemieszczenia. Dla’ przykladu: w po-
ziomnicy (rys. 9.30) barika powietrza reaguje tylko na obrét o kat J¢, a nie reaguje zupetnie
na przesuniecie CC’. Nie wplywa to jednak na postgpowanie, ktére zostaje jak podano
w art. 9.3. I tak, chcac znalezé kat obrotu naroza C w ustroju (rys. 9.20a) obcigzamy to

stan koncowy

stan poczqgtkowy

Rys. 9.30. Analogia mechaniczna do jedno-
stkowego obcigzenia momentem w punkcie C
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naroze jednostkowym momentem MZ = 1 N m, Odpowiadajace temu wielkosci m, t, n sg
oczywiscie inne, niz gdy ,,czujnikiem” byla sila P (rys. 9.20b). Dalsze jednak etapy, jak
badanie wplywu deformacji jednego elementu EF, obliczenie pracy (wzor a z art. 9.3),
zostaja bez zmiany, z tym Ze praca jednostkowego obciazenia jest teraz

MZdd, = 1dd, (a)

gdzie ddc — kat obrotu paroza C odpowiadajacy deformaciji elementu EF. Po. dalszych

przeksztalceniach otrzymujemy wynik
M, mds

M,n ypTtds Nnds
EJ, (b)

AL e

-+

B =

bedgey kopia wzoru (9.2), z tym 2€ wielkogci m N m/N m, t N/N m, n N/Nm odniesione
sg teraz do innej jednostki uogdlnionego obciazenia, tj. M¥ = 1 Nm. T¢ samg zgodno$é
otrzymamy i dla innych sit uogolnionych, z tym ze lewa strona wzoru (9.2) jest odpen-
wiednig dla danej sity uogélniona wspolrzedna, a wielkosci m, £, n W prawej stronie wzoru

maja kazdorazowo miana

Nm N N
m ( miano sily ) 2 t ( miano sily ) ? n ( miano sity )

uogodlnionej uogodlnionej vogdélnionej
W $wietle tych uogdlnien podstawowa zaleznosé (9.1) i wynikajacy z niej wzér (9.2)
ujmujemy, jak nastgpuje: szukana uogdlniona wspdlrzedna jest rowna liczbowo pracy skla-
dowych wysilku wywolanych uogdinionq dla tej wspdlrzednej silg jednostkowq na odksztalce-:
niach wywolanych rzeczywistym obciqzeniem.

ds my

Rys. 9.31. Okreélenie pracy poszczegdlnych sktadowych wysitku wywotanych uogélniona sila jednostko-
wa, na przemieszczeniach wywolanych obciazeniem rzeczywistym

Wykorzystujac tg regule rozszerzymy metode M-M na ustroje przestrzenne. Jesli
bowiem w elemencie takiego ustroju (rys. 9.31) rzeczywiste obciazenie wywoluje odksztat-
cenia d¢, dy, dg, du, dwr, dvr, 2 odpowiednia jednostkowa uogdlniona sita daje sktadowe

wysitku m,, m,, ms, n, t; i t,, to elementarna praca obliczona wedlug powyzszej reguly

jest
m,dﬂ+m,dx+m,dtp+ndu+t,dwT+t,diJT,

94_ _\)Vyznaczanig_pr_zemieszczeﬁ (c.d.) : uogélnienie wynik6w
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a szukane przemieszczenie f jest suma tych prac, czyli

S = [ (m,dd+m,dy+m,dp+ndutt,dwy+1t,dos). 9.7)

D]a‘ ustroju sprezystego odksztalcenia d#, ..., dvr sa zwigzane ze skltadowymi M, T,
wysitku wywolanego rzeczywistym obciazeniem nastgpujacymi znanymi juz zalein;,ﬁéi;.;if

M, ds M.d

dd = y = z QS . Msds

EJ, * X7 Ej el
Nd -

du=N9% g = PTG _w1ds
EA GA 2 T GA ’

gdzie J,, J, —gléwne centralne momenty bezwladnosci przekroju, C — sztywno$¢ na

_ skrecanie, 4 — pole przekroju. Po podstawieniu tych zaleznoéci do (9.7) mamy

M, m M, m M ‘
f=f( y My MMz s Mg ﬁ'l v T, w, T,t
EJ, EJ, ¢ TEiT 64 T4 )ds (9.8)

_jako uogdlnienie wzoru (9.2). Z licznych rachunkdw okazuje sie, ze podobnie jak w ustro

J%cl1 plaski'c}}, trzy ostatnie skladniki wzoru (9.9) sa pomijalne w poréwnaniu z trze
pierwszymi 1 dlatego w wikazos’cilzagadnieﬁ przyjmujemy przyblizenie i

M, m M. m M
fmf( Yy g it s Mg
i, Wi [0 )ds’ 9.9)

Rys. 9.32. Wyznaczenie przemieszczern w precie silnie zakrzywionym

.].J{:]d warl?nkiem, ze te fnomefnty nie sa tozsamosciowo réwne zeru. Jesli, jak w kratownicach
je 3.‘mym| sktadowymi wysitku sa sily N, to cztonu Nn/EA nie wolno zaniedbaé a((; ;
Gzn;czatoby to fizyczny nonsens, tj. nieodksztalcalnosé ustroju e
y: ; same W%OI"Y (9.8) b?‘dz' (9.9) stosujemy dla pretéw stabo zakrzywionych, w ktérych
Z naprezen z techniczng dokladnoscia jest jak w pretach prostych (pat’rz art 6y6)
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Dla pretow silnie zakrzywionych (rys. 9.32a) przy okresleniu odksztatcen elementu CD nalezy uwz-
a obojetna jest przesunigta o adcinek e do §rodka krzywizny. Sity N wyswoluja tu nie
rzekrojow € i D o kat dify = duy/r, gdyz naprezenia
acji ich rézmej diugosci, Podobnie moment M, wywo-

glednic, ze warstw
tylko wydluzenie duy = N ds/EA, lecz i obrot p
@ — NjA powoduja réme wydluzenia widkien z 1
tuje obrot przekrojow C i D o kat'"?

dity = (ds/r) [(Qo/@t,))—]\]
oraz wydtuzenie duy = e ddu. Poniewaz z art. 6.6 wiemy, 2ze (0olog)—1 =
kowite odksztalcenia du i df sa

M,/EAe, w wyniku cal-

Nds M,ds M,ds Nds
du=d duy = Mods 3§ = ddy+dOy =+ -
u=duytduy ==+ gy w8 =g T Edr ©

Na koniec, z uwagi na mala jego wartosé, przyjmujemy przesunigcie dwr = ¥ Tds/GA, jak dla pre-
toéw prostych.

Dalsze etapy postepowania 3 podobne do juz opisanych. 1 tak, dla wyznaczenia poziomego prze-
suniecia punktu A4 obciazamy go ,,czujnikiem” P = | N (rys. 9.32b), okreslamy wielkoSci mt, m, ¢

i obliczamy ich prace¢ na odksztatceniach d&, du, dwr olrzymujac poszukiwane przesuniecie [ jako

-: (M,+ Ne) mds M, nds p Tt d
! f Eder +I(N+ r | E4 +f T G.10)

gdzie calkowanie obejmuje calg diugose preta.

Jako ostatni przyklad zastosowania metody M—M rozpatrzmy 1arczg sprezysta o gruboscei o (rys. 9.33a),
w ktérej dane obciazenic Py, Pz, .o M#* wywoluje naprezenia @y, ay i 7. Cheac znaleZé towarzyszace
temu obcigzeniu przesunigeie punktu E w kierunku Ee wykonamy czynno$é pomocnicza polegajaca
na przyloZeniu ,czujnika” P = 1 N (rys. 9.33b), w wyniku czego powstaja w tarczy naprezenia‘?

a) o, B
¥
d,
Sy AR
ST L
B HE= Uy 152
X —_— \ B
A |
=g - LA I N = Ex

Rys. 9.33. Zastosowanie zasady prac przygotowanych dla ustroju dwuwymiarowego

., O, i 7. Przyjmijmy przy tym, ze wszystkie te naprezenia, fj. Ox, «.os 7, bedace na ogot funkcjami x
i y, sa znane, a wiec znane sa tez odksztalcenia

Ex = (0‘,—1)6,)/E s gy, = (oy —10)E, y =t/C @
kasdej elementarnej kostki (art. 7.5). Obliczmy teraz prace elementarnych sit g, dy 9, 0,dx0iTdxd
oraz 7 dy 6 wywolanych ,,czujnikiem” P na odpowiednich przesunieciach &, dx, & dy i y dy odpowia-
dajacych rzeczywistemu obciazeniu. Wida¢ od razu, Ze praca sit oo dy 6 jest

T, dy 6+, dx = o &, 6 dx dy

e =8
() gymbole go i 0o

(rys. 6.28). .
(@ 1ch miana odniesione do jednostki Pc 52 N/m? N = 1/m?.

oznaczaja promienie krzywizny warstwy obojetnej przed i po odksztalceniu
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i.poclobnie praca _sil G, 8 dx jest o, &, 6 dx dy. Z czterech sit stycznych prace 7yd dx dy wykonuje tylko
sita rtd;c 6hd11ala]qca na przesunieciu y dy boku be, gdyz bok ad przyjgto nieruchomy, a przesunigcia
pozostalych sa prostopadte do odpowiednich sit stycznych. W wyniku m i

e Yy amy calkowita elementarna

dL = (0 ex+0y &+ 7y) 6dx dy. ©

Sumujac prace dL dla w.;vszystkich kostek skladajacych si¢ na tarczg i uwzgledniajac przy tym zalezno$ ¢
(d) otrzymamy, zgodnie z og6lna regula, szukane przesunigcie f jako

i 1 - bt 5 = —
J= fFf [75— (65 0x—v05x 0,—v0; 6, +0,0,)+ %] ddxdy, ©.11

gdzie calkowanie obejmuje cale pole F tarczy.

Zadania

1. Okresli¢ uogbélniona site I; ,,mierzaca” ki i
. at & wzglednego obrotu belek AB
przegubem na podporze B (rys. 9.34). PO e
Odp. Dwa przeciwne momenty M = 1 N m, z ktorych jeden obciaza belke 4B, drugi belk¢ BC.

Rys. 9.34. Rys. 9.35.

2. W be.lce AB (rys. 9.35? chcemy znalez¢ pionowe przesunigcie fz punktu E wzgledem prostej
przegh;dzag:ej przez plinktz C i D. Jaka jest uogoélniona sita I; dla tego przesunigcia?
p. Oznaczmy f%, /¥, f§ pionowe przesunigcia punktéw C, D i 1 i i
e p . Di Ew nieruchomym ukladzie odnie-

Se =fE ‘(f; b1/11)—(f; a/ly)

i po wstawieniu do (9.6) otrzymujemy
La=1fc=1f—Qb/l)fE—-ai/l)) f}.

Tak wif;c s'zul.cana uogblniona sita sktada si¢ z trzech sit: jednostkowej w E skierowanej do dotu (pr: =
df)datma) -t it (1-54/11), (1-a4/ly) przytozonych odpowiednio w C' i D skicrowanych,d-o ' b
ujemna). Widaé, ze te sity sa w réwnowadze. A Y. (Beaca
3. Obliczy¢ kat wzglednego obrotu przekrojéw A i B w belce (rys. 9.24),
Odp. Uog6lniona sita jak na rys. 9.29b; 9,5 = PI*/8EJ,. PRt il
» _4(; \zyznaczyc katy obrotu w plaszczyznach xy, yzi zx przekroju J-Mﬂitnllkﬁr i (t)'S 9.16), jesli
,=0,P,—P,— —2kN, a=b=c—1m, a prety wykonanq z rury (D, =10em, D, = 9
E =2,56 G =2-:10° MPa). s s Pw cm,

sl -

.
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Rozw'iazanie. Wykorzystujac wyniki z tys. 9.16 ustalamy najpierw przebicg momentow gnacych
i skrecajacych dla obciazenia rzéczywistego (rys. 9.36), przy czym rzqdn.e M, odkltadamy w plaszcz;:-
znach ich dzialania po stronie wlokien $ciskanych, a znak M, ustalamy jak na rys. 3.5. Ponadto obli-

czamy sztywnosci
El,=El,=m (D:——D“‘”) E/64 = 3,48-10° Nm?, C= GJo = 2,64-10° Nm?,

jednakowe dla wszystkich pretow.

obcigzenie jednostkowe (,,f::ferzqce odksztatcenia™)

obciqz‘en[e)rzeczyw[ste

Rys. 9.36. Przyktad okredlenia katéw obrotu przekroju 4 w konstrukcji z rys. 9.16

,,Czujnikami” mierzacymi szokane kaly sa jednostkowe m?menty M, M’ M, k‘térymi (colejno
obciazamy przekroj A i dla ktorych oddzielnie okreslamy pr.ze’ble.g.momentéw gnqcych i skr_qca‘jqcycl.l,
jak podaje rysunck. Stosujac teraz wzor (9.9) i uwzgledniajac, ze sztywyoﬁc.l sa Stale,.w1dz1my, ze
obliczenie sprowadza sig do okreslenia catek z iloczynow rzednych odpowiadajacych sobie wykresow.
Wynika stad bez zadnych rachunkow, ze

(’0‘)31 =0,
gdyz w zadnym z pretow odpowiadajace sobie wykresy M, i fn'badi_z M, i m, nie sa jednocze,s;nie rozne
od zera. Dla przykladu, w precie BC M, dziala w pla'sz.czyzme xy, a wy\'avolany przez M il 1 Nm
moment #t jest W plaszezyinie xz i odpowiednie sktadniki wzoru (9.9) sa réwne zeru. Podobnie mamy

tu M, # 0, ale m; = 0. , .
Przy okreSleniu pozostatych katoéw stosujemy skrécony sposdb catkowania wedlug wzoru (9.3).

. I tak
pret BC pret CD
—— R — p——
72-10%-1 e 1 AT ]
(04),,=[(—2—) .1 42103 I]W 0,86-10-2 ad,
pole rz-ed::la polerz-e‘ddna
2:10°+4-10° 1
2:10°-1 1L i (_9.10%-1)-1 1 L A1) — .
SV S PR [ (210D G 08 2 3,48-10%)
1= pret AB pret BC pret €D

skad (B0 = — 191 .10-? rad. Dodatnia warto$¢ (#4)s, $wiadczy, ze obrét w tej plaszczyZnie jest
4 » o o . . T 77
zgodny ze zwrotem M/, natomiast kat (8,),. jest ujemny, a wiec ma zwrot przeciwny niz M,
5. W rozwigzaniu zadania 4 zastosowano uproszczony wzor (9.9). Czy zastosowanie pelnego wzoru

(9.5) zmieni wynik? ) g = B Lo
Odp. Nie, albowiem przy dziataniu M’, M” i M’ sity n =01t = 0.

9.4. Wyznaczanie przemieszczen (c.d.): uog6élnienie wynikow
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6. Wyznaczy¢é poziome i pionowe przesuniecia przekroju A preta (rys. 9.32a)'przyjmujac, ze
jest on stabo zakrzywiony.
Odp. Dla rzeczywistego obciazenia sita P w przekroju D mamy

M,=Pr(1—cosa), N =Pcosx, T=Psinox,
a przy obciaZeniu sita P. = 1 N, jak na rys. 9.32b,
m=rsine Nm/N, n= —sinae N/N, ¢=cosa N/N.

Poniewaz pret jest- stabo zakrzywiony, stosujemy wzér (9.9), z ktorego zostaje tylko pierwszy sklad-
nik, przy czym ds = rdo i

/2 nf2
M, mrda Pr3 q Pr3
ozlome = om 1—coso)sinadax =-———.
v ey EJ, 1 : 2E7,
o (1]

Przyktadajac pionowa site P. = 1 N o zwrocie jak sita P mamy
m=r(l—cosx) Nm/N, #n=cosx N/N, ¢=sina N/N,
i z wzoru (9.9) poszukiwane pionowe przesuniccie
L NT Pr*(l—cos&)*rdo _ Pr® 3m—8 _ .
EJ, EJ, 4 EJ,

o

Tak wiec przekréj A przesuwa si¢ na lewo i do dotu.

7. Wyznaczy¢ kat obrotu &, przekroju A preta (rys. 9.32a).

Odp. #4 = (Pr?/2EJ,) (x—2), zwrot wspdlzegarowy.

8. Zbadaé wplyw sit wzdluznych i tnacych oraz wpltyw krzywizny na wyniki zadania 6, jesli r =
=50cm, J, = 179 cm*, A = 21 cm?, E/G = 2,6, y» = 1,6.

Odp. Z wzoru (6.22) e = J,/Ar = 0,111 cm i wzoru (9.10) mamy

Pr3 e E Pr3
zlome ~— 1 —f{2p — —1 =——-1’06.
S yortome =257 [ T ( e )] 2m, 0!

I 3 — 3 .
e W = SEER [1+ ——e—(S—n+ M)] — 3m=8 Br 078k

4 EJ, (Ar—8) r G 4 EJ,

Tak wiec wplywy te sa ~1,5% i ~3% wartosci poprzednich.
9, Obliczy¢ pionowe przesuniecie punktu A pierScienia (rys. 9.17) przyjmujac, Ze wymiary prze-
kroju sa male w stosunku do r.
Odp. Przebieg M, i M, jest juz znany (patrz wzory b i c art. 9.2). Z tychze wzoréw dla P, = 1 N
przylozonej w A mamy
m=rsine Nm/N, m,= —r(—cosa) Nm/N

i z wzoru (9.9), przy wprowadzeniu ds = r d«, otrzymujemy po wykonaniu catkowania w granicach
& (05 3w/2)

_ EJ, qrt 3EJ,
Int —2%(9n+8 4 Y (352
Ja aE7, [1: —-(On )] 8EJ, [ s (3?44 4)] 5

gdzie EJ, — sztywno$¢ na zginanie wzgledem gtéwnej osi y lezacej w plaszczyzmie pierscienia, C =
sztywno$¢ na skrecanie.

10. Dowiesé, ze w obciazonym przestrzennie ustroju plaskim, jak na rys. 9.14, 9.17, nie ma zadnych
drzemieszczeri w jego plaszczyinie, jeSli w niej leza glowne centralne osie przekrojow wszystkich pretow.

Odp. Przy obciazeniu jednostkowym (,,czujniku™) lezacym w tej plaszczyznie mamy: m; # 0,
n#0, 1t #0,alem, =0, m=0, ¢, =0 (rys. 9.31). Przy obciazeniu rzeczywistym jest na odwrdt:
M,#0, M;£0iT,+#0, za§ M, =0, N=0, T, = 0, wobec czego we wzorze (9.8) wszystkie ilo-
czyny M, m,, ... sa tozsamosciowo rowne zeru i f = 0, c.b.d.d.
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11. We wzorze (9.2) pierwszy i trzeci sktadnik otrzymano jako prace wypadkowej sity # i momentu m
na przesunieciach du i d& (rys. 9.21). Dowies¢, ze wynik ten mozna otrzymaé z wzoru (9.11).

Rozwiazanie. W elemencie preta (rys. 9.37) pod dziataniem M, i N oraz m i n powstaja tylko
naprezenia o, i 0, podane na rysunku i wzor (9.11) przybiera postac

df = % [(—M,z/7)+ (N A)] [(—mzlT)+ (] A)] dA
A

gdzie calkowanie obejmuje cale pole 4 przekroju preta. Po wymnozeniu i uwzglednieniu, ze f z2dA4 =
A

=J,, [ zdA =0, otrzymujemy
A

df = (M, m ds/EJ,)+(Nn ds|EA) ,

a dla calego preta sumg tych wyrazef jak w art. 9.3.

Rys. 9.38. Oznaczenia do zada-
nia 12

Rys. 9.37. Oznaczenia do zadania 11

12. Stosujac postgpowanie jak w zadaniu 11 obliczy¢ prace sity tnacej £ na przesunigciu dwr (rys. 9.21)

i okresli¢ stad wartos¢ . .
Rozwiazanie. W elemencie preta (rys. 9.38) dzialanie sit T'i + wywoluje tylko naprezenia styczne

okre$lone z wzoru (5.18)
T, = TSi’)/J,, I — tSy(”/Jy b

i z wzoru (9.11) otrzymujemy dla elementu preta

. (z) @ s@®7?
dfr=£ f_ﬁv_&dAth_“_A_ [_v__] d4;
G Jy b, Jyb: GA 2 5 b,

4 y

konfrontujac ten wynik z §rodkowym czlonem wzoru (9.2) mamy

s@1°
Pt [—Z—] dd 9.12)
2 2
f’y 4 :

jako wartos¢ bezwymiarowego wspolczynnika . Dla przekroju na przyklad prostokatnego mamy wes=
dlug rys. 5.40
A=bh, J,=0bh12, S;’) = (b/2) [(h*[4)—2*], b.=Db =const, dd= bdz

i granice catkowania (—hj2; +hj2), skad w wyniku y = 1,2. Podobnie postqpujem}.' w przypadku
innych przekrojow. Wiarygodno§é tak obliczonych wartosci » jest rzedu 109 z uwagi na upraszcza-
jace zalozenia lezace u podstaw wzoru (5.18). 1

13, Pomijajac wplyw sit wzdluznych i tnacych orzec, jak zmienia si@ przemieszczenia punktow
danej ramy obciazonej sitami skupionymi, na przyktad z rys. 9.16, jesli zwigkszy¢ dwukrotnie tylko
dlugosci pretow?

9.4, Wyznaczanie przemieszczen (c.d.): uogodlnienie wynikow 241

Odp. Wzrosna o$miokrotnie, gdyz w odpowiadajacych sobie punktach ustrojow rzedne wykresow
M,, ..., m, wzrosna dwukrotnie, a zamiast diugoéci ds wystapi 2 ds i wszystkie wyrazenia podcalko-
we wzrosna os$miokrotnie, a granice calkowania nie zmienia si¢.

14. Jak zmienia sie katy obrotu odpowiadajacych sobie przekrojow pierwotnej i powigkszonej
ramy z zadania 137

Odp. Wzrosna 4-krotnie, bo m,, m, i m, nie zmienia sig.

15. Czy wynik zadania 13 jest stuszny dla kratownic?

Odp. Nie; patrz zadania 4 i 5 art. 9.3.

16. Zakladajac w zadaniu 9, ze P = 0, mamy f proporcjonalne do r* i dwukrotny wzrost r daje
16-krotny wzrost f; a nie 8-krotny jak w zadaniu 13. Skad si¢ bierze ta rdznica?

Odp. Momenty M, i M, sa tu kwadratowymi funkcjami r, a nie liniowymi, jak to byto w zadaniu 13.

9.5. Naprezenia i odksztalcenia w sprezynach Srubowych

Ogolnie biorac sprezyna nazywamy kazdy taki element laczacy dwie czgdei, ktérm
doznajac sam trwalych odksztalcen, zezwala na duze wzgledne przemieszczenia tych czgsci.
Aby to osiagnaé, co najmniej jeden z wymiaréw sprezyny, np. grubo$¢, musi by¢é maty
w poréwnaniu do innych. Te¢ ogdlng cechg wida¢ wyraznie na pokazanych przykladach
(rys. 9.39).

Rys. 9.39. Przyklady konstrukcji sprezyn

a), b) sprezyny Srubowe; c¢) sprezyna tasmowa; d) talerzowa.

Z wszystkich rodzajéw najczesciej stosuje sig sprezyny Srubowe. Sprezyng tg traktujemy
jako przestrzennie zakrzywiony pret. Jego o$ jest linia Srubowa o Srednicy D, skoku k
(rys. 9.40). Kat « nachylenia tej linii okreslony z zaleznosci

tgoc = h/TCD (a)

jest z reguly maty (¢ < 5°). Najczesciej sprezyny te wykonujemy z drutu okraglego. Jego
$rednica d jest z reguly znacznie mniejsza od $rednicy nawinigcia D.

Jesli sprezyna taka obciazona jest sitami wzdtuznymi P (rys. 9.392), to badajac réwnowa-
ge jej czesci (rys. 9.41) widzimy, ze wysitek przekroju sklada si¢ z sity W = P réwnoleglej

16 Wytrzymato§é materiatow
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mentu M = PD/2 dzialajacego w plaszczyznie pary sit Wi P. Ta

do osi sprezyny i mo ' ;
0 0sl Sprezyny ta, gdyz przekrdj ten jest prostopadty

plaszczyzna tworzy kat o z ptaszczyzna przekroju pre

Rys. 9.41. Okreslenie wysitku przekroju w sprezynie

Rys. 9.40. Geometria sprezyny Srubowej ]
srubowej

do osi drutu. To powoduje, Ze skladowe wysitku odniesione do uktadu osi yz w tym prze-
kroju sa inne niz znalezione juz Wi M Z rozlozenia sity W otrzymujemy
N = Wsina = Psina, T = Wcosa = Pcosa, (b)

jako sile wzdtuzna i tnaca. Podobnic z roztozenia M mamy
M, = (PD/[2)cosq, M, = (PD/2)sina, - (c)

Tak wiec mamy tu do czynienia z ogdlnym przypadkiem

jako moment skrecajacy 1 gnacy. przy]
mozna przyjac sin o ~ 0,

zlozonej wytrzymatosci preta. Poniewaz jednak kat « jest maly,
a cos o = 1 i wtedy pozostaje jedynie moment skrecajacy
M,~ PD/2 (d)
oraz sita tnaca T ~ P. Poniewaz takze d & D, zatem z techniczna dokiadnoscia moi'emy
obliczy¢ naprezenia jak w precie prostym. I tak momen‘t M, wywoluje naprgzenia T
(rys. 3.11b), ktorych ckstremalna wartos¢ wedtug wzoru (3.14) jest
Tay = i\./l,f, = 78£D; N (e)
&l W, d?
Naprezenia Styczne Ty odpowiadajace sile T maja wartosé rzedu T/A (art. 5.6) 1 sa zZnacznie
mniejsze od 7. Z tego powodu zadowalamy si¢ przyblizeniem:

T 4P )

Tr X — = —75 -
™™ 4 md?

Latwo spostrzec, ze maksymalne naprezenie Trax y
przekroju, gdyz tam naprezenia T, 1 Tr maja zgodne kierunki, a jego wartosc

Tmﬂx=TM+TTN—§3— +’27)’

wystapi w punkcie H, przy konturze

SED (1 A ) (9.13)
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Jak wida¢, wptyw sity tnacej, tj. skladnik d/2D, jest wiekszy dla sprezyn krepych. Punkty,
jak punkt H na wewnetrznej stronie zwojow, sa w gorszych warunkach niz pozostate
punkty konturu. Jest to potwierdzone do$wiadczalnie, gdyz w tych wiasnie miejscach
wystepuja pierwsze peknigcia, o ile drut sprezyny nie ma ukrytych wad, jak wtracenia
piemetaliczne, ktére w przecigganym drucie maja postaé nitek (wlosowin).

Inna przyczyna powodujaca, ze wewnetrzne widkna drutu maja naprezenia wieksze niz okreslone
wzorem (9.13), jest zakrzywienie drutu (rys. 9.42). Przy jego skrecaniu, czyli obrocie przekroju ac wzgle-
dem be, przesunigcia punktu a wzgledem & i ¢ punktu wzgledem e sa te same, ale katy 3 odksztatcenia
postaciowego sa rézne, gdyz odcinek ab jest krotszy niz ce. Wynika stad, 7e 94 = Vee, @ Wi€C | T, > T,.
Rozwiazanie tego zadania daje teoria sprezystosci. W wyniku zamiast (9.13) mamy

PD ( 45—1 0615
nd® | 45—4 & )

Tmax =

(9.14)

przy czym & = D/d > 1. Latwo sprawdzi¢, ze korygujacy czynnik podany w nawiasach jest zawsze
wiekszy od jednosci.

Miarg odksztalcenia sprezyny jest zazwyczaj przesuniecie poosiowe [ jej talerzy
(rys. 9.39a). Aby je wyznaczy¢, przyktadamy zamiast sit P dwie jednostkowe sity (czujniki).
Odpowiadajace im sktadowe wysitku sa jak na rys. 9.41, tylko ze sa one P razy mniejsze
niz poprzednio, czyli

my = Dsin«f2, m,=Dcosx /2, n=sina, ¢=cosa. (2)
Wartosci te oraz poprzednie M,, ..., T nalezy wstawié¢ do (9.8). Jak juz jednak méwiono,

wplyw sit tnacych i wzdhuznych jest maty. Réwniez z uwagi na mala warto$é kata o mozna
pomina¢ wplyw zginania 1 wtedy z wzoru (9.8) oraz (d) mamy

(h)

f i ) Ms’”sds = PDZI
=77
!

gdzie C = GJ, — sztywnos¢ drutu na skrecanie, a / — jego dhugosé. Dla sprezyny majacej
n czynnych zwojow"
| = tDnjcosa ~ wDn, (1)
wobec czego wyrazenie (h), przy GJ, = ©Gd*/32, ma postaé
8PD3n
f= e (9.15)

Dodatnia warto$¢ f oznacza dla sprezyny Sciskajacej jej skrécenie, a dla rozcigganej — jej
wydluzenie. Wida¢, ze odksztafcenie f jest proporcjonalne do sity P (rys. 9.43), czyli

f=PIK, )
gdzie K = Gd*/8nD?> —tzw. stala sprezyny. Wykres P(f) nazywamy charakterystykq
sprezyny. Pole OAB obrazuje na tym wykresie prace L wykonana przy stopniowym

1) Jako czynne zwoje uwazamy te, ktérych odksztalcenia nie sa skrepowane przez talerze lub
uchwyty. Dla sprezyn rozciaganych (rys. 9.39b) czynne sa wszystkie zwoje procz zagietych koficow, kto-
rych odksztalcenie pomijamy. W sprezynach sciskanych jako n bierzemy liczbe zwojéw miedzy punk-
tami B (rys. 9.39a) zmniejszona o jeden, gdyZ na kotcach zwoje sa podkrepowane i nie maja peinej
swobody odksztalcenia.

16*
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wzrodcie sity P od zera do wartosci koricowej P, (art. 2.4 i rys. 2.14). Praca ta zamienia sig¢
na energi¢ odksztalcenia U sprezyny, a jej warto§¢ jest

Pufs _ Pa _ Kfi
U=L= =4 = =44 9.16
2 2K 2 16
PJ
I % 1A
0

Rys. 9.42. Dokladniejsza analiza
pracy odcinka zwoju

Rys. 9.43. Charakterystyka sprezyny

Jesli drut sprezyny ma przekrdj inny niz kolowy, to analiza zostaje ta sama, z tym
tylko, ze we wzorach () i (h) zamiast W, i GJ, wstawiamy odpowiednio

W, oraz C=0GJ,,
o ktérych méwiono w art. 3.4 (takze tabl. 3.1).

Z kolei rozpatrzymy przypadek obciazenia sprezyny momentem M* (rys. 9.44). Z réw-
nowagi myslowo odcietej gérnej czeici wynika, ze wysitek przekroju G stanowi moment

Rys. 9.44. Analiza ,.skrecanej” sprezyny srubowej

M = M* dzialajacy w plaszczyznie prostopadlej do osi sprezyny, a jego sktadowe w ukia-
dzie osi yz sg

M, = M*cosa, M;=M*sina.
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Poniewaz kat o jest maly, gtéwna skladowa wysitku jest
M, ~ M*,

ktéremu odpowiadaja ekstremalne naprezenia normalne

6, = + M*¥|W, = +£32M|rd>. (k)
Przy takim obciazeniu odksztalceniem zasadniczym jest kat ¢ obrotu dzwigni wzglgdem
korpusu. Aby go obliczy¢, obcigzamy d#wigni¢ momentem M* = m = 1 Nm, ktory
wywoluje w tymze przekroju G momenty:

gnacy m, =cosoq Nm/Nm i skrecajacy m, = sina Nm/Nm,

o zwrotach jak M, i M, na rys. 9.44. Zakladajac jak poprzednio, ze sin o = 0, otrzymujemy
z wzoru (9.8)

= ~ Py

M,m,ds _ M*l _ wM*Dn
oy f EJ, EJ, EJ, QU

1
gdzie EJ, = nd*E[64 — sztywno$¢ drutu na zginanie, | ~ nDn —czynna jego diugosc.
Tak jak poprzednio wynik (9.17) piszemy jako
¢ = M*K ()]
gdzie K = EJ, [tDn — stala sprezyny. Podobnie wprowadzamy pojecie charakterystyki
sprezyny M*(p) oraz energii
M*p M*2 Kg?

e 9.18)

Przytoczone przyklady wyraznie ilustruja réznic¢ miedzy charakterem obciazenia
sprezyny jako catosci a praca drutu. I tak o sprezynach (rys. 9.39a, b) moéwimy, Ze pracuja
one jako calo$¢ na $ciskanie lub rozciaganie, natomiast drut w nich pracuje giéwnie na
skrecanie. Podobnie o sprezynie (rys. 9.44) powiemy, Zze blokuje ona skrecanie (obrot)
dzwigni wzgledem korpusu, a potocznie, ze ,,pracuje na skrecanie”, jej drut jednak jest
glownie zginany. Istotne przy tym jest podobiefistwo wzoréw (j) 1 () wyrazajacych po
prostu wzér Hooke’a dla sprezyn, ktory vogdlniamy i na inne przypadki (rys. 9.39a).
Logiczna konsekwencja tego jest uogdlnienie wynikéw (9.16) i (9.18) w tym sensie, 7e
energia U zgromadzona w spreZynie rowna sie potowie iloczynu obcigzenia i odpowiedniego
przemieszczenia.

Zadania

1. Okreslic wspdtczynnik bezpieczenstwa n i odksztatcenie sprezyny (rys. 9.3%9a), jesli P = 400 N,
D=5cm, d— 6 mm, R, — 10> MPa, G = 8:10* MPa, a liczba zwojow miedzy punktami B jest 6.

e

Odp. Z wzoru (9.13) Tmax = 250 MPa, z 9.15) dla n = 6; —1 = 5,5 mamy f = 2,1 cm; Oreq =

= Tmax "/3_1 Hekss Re/ared =23.
2. Rozwiaza¢ poprzednie zadanie, gdy drut ma przekrdj kwadratowy o boku b = 6 mm.
Odp. Z tablicy 3.1 jest W5 = 0,208b3, skad Ty = PD2W, = 221 MPa, za§ 7+ ~ P/b* = 11 MPa

1Tmax = 232 MPa, n, = Re[Tmax }/3 ~ 2,5. Z tejze tablicy C = GJ; = 0,141 Gb*izwzoru(h) f = 1,5 cm.
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3. Skorygowaé wyniki sadania 1 uwzgledniajac analizg z rys. 9.42.

0Odp. Tmax = 277 MPa; Orea = 480 MPa; n. ~ 2,1.

4. Z jednakowych odcinkéw drutu zwinigto dwie sprezyny (rys. 9.39b), przy czym Dy = 200
Okreslié stosunek naprezen i odksztalcen w tych sprezynach, jesli P jest to samo.

Odp. Pomijajac diugos¢ uszu, mamy fu = 4f;;jesli pominac wptyw sity tnacej, t0 (Tmax)ir = 2 (Tmax)i-

5. Powtorzy¢ zadanie 4, gdy sprezyny Sa ,,skrecane” (rys. 9.44).

Odp. Przy jednakowym obciazeniu 0, = o1, @1 = Fu-

6. Na rysunku warsztatowym sprezyny z sadania 1 stolerowano wymiary & D = 50+%.2 ad =
— 60! (w mm). Uwzgledniajac ponadto rozrzut 40,25 zwoju w liczbije czynnych zwojow n i =3%
w moduletV G okresli¢ rozrzut sily P odpowiadajacej fi = 1,5 cm.

0Odp. Wykorzystujac wynik z zadania 1, okreslamy nominalna wartos¢ sity Poom = Pf,/f = 283 N.

Nastepnie wzor (9.15) przedstawiamy w postaci logarytmicznej !
mP=mMmG+4Ilnd—3InD—Inn—In 8+In f
i obliczamy przyrost AP, traktujac P jako funkcje zmiennych G, d, D 1 n (liczba 8 i f sq state), skad mamy
AP/P = (AG/G)+-4 (Ad[d)—3 (AD|D)—(An/n) .
Biorac najniekorzystniejszy zbieg okolicznosci, gdy wszystkie podane w zadaniu odchylki sumujq si¢,
mamy
(AP/P)exsir = £3% +£4(0,1/6)4-3 (0,2/50) +(0,25/5,5) = +15,5% .

Tak wiec sita P moze oscylowac miedzy

Poin = Paom—AP =239 N, Prac= P AP =326 N
Rzeczywiste odchytki sa snacznie mniejsze od obliczonych, gdyz tak niekorzystny przypadek jest mato
prawdopodobny. Ten interesujacy praktyczny temat wchodzi w zakres kontroli jakosci produkcii

oraz technologii.

9.6. Zasady wzajemnosci

Przy badaniu przemieszczen w ustrojach duze ulatwienie daje zastosowanie zasady
wzajemnosci prac (Bettiego) gloszacej, ze

jesli na dany sprezysty i liniowy ustréj (cialo) dzialajq kolejno dwa rézne obcigzenia,
to praca pierwszego obciqzenia na przemieszczeniach wywolanyeh drigim obcigzeniem jest row-
na pracy drugiego obciqzenia na przemieszczeniach wywolanych przez pierwsze obciqzenie.

Aby udowodni¢ stusznos¢ tej zasady, wezmy plaski ustrdj, w ktérym dwa rozne obcia-
zenia Pe 1 M, wywoluja w tym samym elemencie ds wysitek o sktadowych odpowiednio
M;, iy M;', ... (rys. 9.45). Obliczmy teraz kat obrotu %, wywolany obciazeniem stanu 7,
Role ,,czujnika” spelnia moment M; — | Nm, odpowiadajacy mu wysilek przekroju
ma sktadowe zmniejszone Mf; razy, czyli

m =M, M5, n=N"'|Mj t= T"|M¥,

a poszukiwany kat obrotu $, jest wedlug wzoru (9.2)

o M, M, ds pT' T ds N’'N"ds @)
- EJ, M3 GAM3 EAM% °

(1) 7 racji choéby niejednorodnosei materialu, stopnia zgniotu itp,
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Pod(?b.nie, gdy o?liczamy przesuniecie f wywotane obcigzeniem stanu /I, wéwczas rolg
»czujnika” speinia sita P. = 1 N i analogiczne rozumowanie daje wynik
" Mﬁ’g" M, ds ~ T T ds N N'ds

e ”EJy ch J 7 GAPC * EAPicii ’ (b)

stan Il

Rys. 9.45. Ilustracja zasady wzajemnosci prac

Je.sll 'teraz pomnozymy réownosci (a) i (b) odpowiednio przez stafe czynniki My i P, to
w@ac, ze prawe strony tak przeksztatlconych zaleznos$ci sa identyczne, wobec czego mamy
zwiazek

MEdp=Pcf, (c)
ktorego l.ewa strona jest praca obciazenia /I na przesunieciv (uogdlnionym) wywotanym
obciazeniem I, a prawa strona to praca obcigZzenia / na przesunieciu w I7 stanie obciaZenia.

Ozrrlaczajac(l) odpowiednio L, ; i L, , lewa i prawa stron¢ zwiazku (c) nadajemy jemu
0gblna postaé

L2,1 :L1,29 (9.19)
wyrazajaca matematycznie zasade Bettiego. Identycznie dowodzimy stusznosci tego wyniku
dla dowolnego ciala sprezystego i dowolnego obciazenia.

Szczegdlnym przypadkiem zasady Bettiego jest zasada wzajemnosci przemieszczen
(Ma.,\‘u‘ella). Zatézmy mianowicie, ze uogdlnione obcigzenia Pe i M; sg liczbowo réwne
czyli ze P = BN, M; = BN m. Z réwnania (c) wynika ’

B Nm-#;, rad =B N-f¢’ m lub &, rad/N = f¢ m/Nm, (d)
czyli ze te uogdlnione przemieszczenia sg liczbowo réwne. Ich miana sa ilorazem mian:

dane i N A )

’lg.o(z}))rz?n,lcszczema dO”ObClqzenla wywolujacego to przemieszczenie. Oznaczajac
ogdlmie™® ¢, = a, | oraz f = «, , zapisujemy wynik (d) w postaci

Upa =051, (9.20)

wyrazajace] matematycznie zasade Maxwella, a mianowicie;

(1) 3 2 o : :
[ W symbo!lce tej wskaznik pierwszy to obciazenie pracujace, wskaznik drugi to przyczyna (ob-
ciazenie) wywolujaca przesuniecia.

(2) W : - . i 3 .
= symbolice tej « jest przemieszczeniem odpowiadajacym uogoélnionej sile podanej przez wskaz-
pierwszy, a wywolanym przez uogélniona sile okreslona przez wskaznik drugi.
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Jesli na ustrdj sprezysty dzialajq kolejno dwie uogdlnione sity liczbowo réwne, to wzajemne
uogdlnione przemieszczenia odpowiadajqce jednej sile, a wywolane drugq silq, sq tez réwne.

stan 1 [LP stan Il M

C 7 L
- [ 7 ;15'\_; Qx ’Q
7 :

b~
fu=0cy 2

Rys. 9.46. Przykiad zastosowania zasady wzajemnosci prac
Zilustrujemy te dwie zasady na przykiadzie belki (rys. 9.46), w ktérej sita P i moment M .
reprezentuja kolejne stany obciazenia. Jak wiemy?, kat 9, i ugiecie f sa:
#p = P’[16EJ,, fy = M}I*/16EJ,,
skad od razu otrzymujemy identyczno$é prac
L, =M§dp = M§PPJI6E], =Pfy, =1L, ,.
Podobnie biorgc P = I N, My = 1 Nm, mamy
9p = I’/16EJ, 1ad/N,  f,, = I?/16EJ, m/Nm
lub w ogdlnej symbolice &p = a, ; = fir = ®;,,.
Od strony poznawczej zasady wzajemnosci prac i przemieszczen informuja o cickawych
1 uniwersalnych whasciwosciach ciat sprezystych. Zasade wzajemnofci przemieszczen
mozna przy tym przyrowna¢ do czynnosci nadawania i odbioru sygnatu, jesli za czynno$é
nadawania przyja¢ przytozenie sily, a za odbidr przemieszczenie innego punktu. W takim
»radiowym” ujeciu ta zasada wzajemnosci stwierdza, ze sygnat odebrany w jednym miejscu

z nadajnika umieszczonego w drugim miejscu nie zmienia si¢, gdy nadajnik i odbiornik
zamieni¢ miejscami.

Zadania‘®

1. Pionowa sita P = 5 kN wywoluje przesuniecie 0,2 cm podpory B polpierScienia (rys. 9.47).
Znalez¢ pionowe przesunigcic fc punktu C przy obciazeniu polpierscienia sita H = 4 kN.
Odp. Z wzoru (9.19): — H-0,2 cm = P-(—fc), skad fe — 0,16 cm.

1Nm ![_lrim
| ==
=2 UF-—““I“": =
7 | T e 1
i \AL I Era T |
‘] —)-r—[’ | } { :
| J I !
| 1210 cm § |
__ll._._ |
R
Rys. 9.48

() Ppatrz wzér (¢) zadania 2 i wzér (5.30) zadania 4 z art. 5.8.
) Szereg podobnych zadan podano rdéwniez w rozdz., 10.
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2. Dwa momenty 1 N m dzialajac na konce rozcietej w punkcie 4 ramy wywotuja ich rozsunigcie
o0 1,2:10~* cm (rys. 9.48). O jaki kat © obréca sie te kofice pod dziataniem dwodch przeciwnych sit
jednostkowych ?

Odp. & =1,2-10-¢ rad.

3. Znalez¢ poziome rozsunigcie koncow A symetrycznej ramy (rys. 9.48), gdy momenty 1 N m ma-
ja zgodne zwroty.

Odp. Zero, wida¢ bowiem, ze katy obrotu koficow wywolane przeciwnymi sitami 1 N sa jednakowe
i praca zgodnych moment6éw na tych katach jest rowna zeru, wobec czego praca sit 1 N na rozsunigciu
wywolanym tymi zgodnymi momentami jest tez réwna zeru.

4. Po belce o stalej sztywnosci przesuwa sie sita Q (rys. 9.49). Znalezé ugiecie f¢ 1 kat &5 w funkcji aq.

1Nm

Wz

Rys. 9.49. Zastosowanie zasady wzajemnos$ci prac do analizy obcigzen przesuwnych

Odp. Obciazmy belke sita 1 N w stalym przekroju C i zastosujmy zasadg wzajemnosci prac. W wy-
niku mamy

1 fe=0w,, (e)
gdzie w; — ugigcie przy obciazeniu sita 1 N, znane juz z zadania 4 art. 5.8. Przyjmujac podobnie za
drugi stan obciazenie M : =1 Nm mamy znowu zaleznos¢

1.8 =0w,,

gdzie w, — ugigcie znane z zadania 2 art. 5.8.

9.7. Energia odksztalcenia ciala

Pojecie energii odksztalcenia od strony poznawczej opisywalismy juz kilkakrotnie,
jak w art. 2.4, 3.1, a ostatnio w art. 9.5. Ponadto pojecie to wykorzystano (art. 3.5) do
obliczenia kata skrecenia rury o dowolnym obrysie. Prostota tego rozwiazania wyraznie
ilustruje korzysci zastosowania pojecia energii w analizie konstrukcji. Warunkiem tego
jest ogblne zbadanie zaleznosci energetycznych w cialach sprezystych.

Jak zbadaliémy dotad, energia odksztalcenia U byla kwadratowa funkcja obcigzen
lub przemieszczen. Ten sam wynik stuszny jest dla dowolnego liniowego ustroju spre-
zystego, czyli takiego, w ktérym obowiazuje zasada superpozycji. Zatézmy, ze w takim
ustroju (rys. 9.50) wszystkie obciazenia P, ..., My, ... rosng jednakowo od stanu po-
czatkowego do koncowego, co moZna wyrazi¢ parametrem k

0<k<1, (a)
przy czym na poczatku procesu k = 0, a na koricu k& = 1. W stadium posrednim wartosci
poszczegdlnych obciazen (symbole z gwiazdkami) sa

si=:kPl: P;kaz,..., MT—:kI\/II,"-’
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a odpowiednie przemieszczenia sa, wedtug zasady superpozycji, rowne
fi=kfy, A=l fnceey 57 = g 000 (b)
Gdy w procesie obcigzania parametr k wzrasta o dk, wowczas elementarna praca poszcze-
golnych obcigZen jest
P¥dfy=P,kf dk = P, f kdk,..., M¥ddt =M, 3 kdk,..

vy
o )
My

. W =kt)
© P=kA,
ookt K% N i

g 2=

RE=kR

stan poczgtkowy stan posredni stan koricowy

Rys. 9.50. Proces jednostajnego wzrostu obciazenia ciata

Catkowita elementarna praca wszystkich obciazen
dL = (P, fi+P, o+ ... + M ¢+ ..) kdk (©)

jest rowna na zasadzie zachowania energii przyrostowi dU energii odksztalcenia, tj. dL =
= dU. lloé¢ energii zgromadzona w calym procesic jest calka wyrazenia (c), gdy k& zmienia
si¢od k = 0do k = 1, przy czym warto$¢ w nawiasie odpowiada stanowi w koticu procesu
i jest stala. Poniewaz

1
[kdk =1,

zatem energia U zgromadzona w ciele jest
U=3(P, fi4P, fot oc. +M D+ ..). (9.21)

Wynik (9.21) nosi nazwe twierdzenia Clapeyrona. Glosi ono, Ze energia sprezystego ciala
Jest polowq sumy iloczynéw wszystkich obciqzen przez odpowiednie przemieszczenia. Do
tego bilansu nie wchodza reakcje, gdyz ich praca jest rowna zeru‘®.

tatwo spostrzec, Zze przemieszczenia fi, f3, ..., 9y, ... sa uogdlnione, gdyz spelniaja
one kryterium (9.6). Przemieszczenia te wywolane sa jednoczesnym dziataniem wszystkich
obcigzen i dlatego s3 one jednorodnymi liniowymi funkcjami tych wszystkich sit, gdyz
nie maja wyrazow wolnych (niezaleznych od sif). Jesli te funkcje podstawi¢ do (9.21), to U
staje si¢ kwadratowa jednorodna funkcja vogolnionych sit. Gdyby na odwrét z tych linio-

(" Gdy nie ma tarcia, reakcje, jak R, Rc (rys. 9.50), sa prostopadte do ewentualnych przesunieé.
Gdy tarcie istnieje, cz¢S$¢ energii zostaje rozproszona i wbrew zalozeniu ukiad nie jest idealnie sprezysty.
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wych funkcji okresli¢ sity za pomoca przemieszczen 1 podstawié je do (9.21), woéwezas U
staje si¢ jednorodna kwadratowa funkcjg przemieszczen.

Nalezy jeszcze raz podkredlié, ze twierdzenie Clapeyrona i wyptywajace stad wnioski
o postaci funkcji U sa shuszne tylko wtedy, gdy ustrdj jest sprezysty i podlega zasadzie
superpozycji. Jesli, jak przy jednoczesnym zginaniu i $ciskaniu pr¢téw smuklych (art. 6.3),
nic obowiazuje zasada superpozycji, to twierdzenie Clapeyrona traci waznos$¢.

Dowodzac twierdzenia Clapeyrona nie wnikaliSmy w mechanizm pracy ustroju i nie
interesowalo nas, czy ustrdj jest rama, tarcza, bryla itd. Jesli wnikamy glebiej w t¢ budowe
i w wyniku mamy informacje o pracy kazdego elementu ustroju, to zamiast ogdlnego
bilansu (9.21) mozemy okresli¢ energie U wykorzystujac te bardziej szczegétowe informacije.
Jesli na przyktad badamy rame (rys. 9.51), to w wyniku znamy sze$¢ sktadowych wysitku,

Rys. 9.51. Okreslenie energii odksztalcenia konstrukcji pretowej przy wykorzystaniu znanych wartosci
sktadowych wysitku

tj. M,,...,T,, dla kazdego elementu’ ds ustroju. Traktujac taki element jako odrebne
cialo, a skladowe wysitku jako jego obciazenia, obliczmy z twierdzenia Clapeyrona ich
prace. Dla momentéw M, jest ona

M, dv,

gdzie d® = M, ds/EJ, — wzgledny obrot przekrojow w plaszczyznie xz, znany juz z art. 9.4.
Tak wigc praca ta jest
M, dé = M2ds/2EJ,.

Podobnie obliczamy pracge pozostalych obciazen, tj. M., ..., T,. Latwo zauwazyé, ze
obliczenie to stanowi kopi¢ procesu zilustrowanego na rys. 9.31, z tym tylko, ze role skla-
dowych m,, m,, ... pelnia tym razem te same sktadowe M,, M_, ..., a ponadto, z racji
stopniowego wzrostu obciazen, zjawia si¢ wspotczynnik % . W wyniku mamy wigc zaleznos§¢
M2ds  M2ds = MZds n N2ds p,T2ds  y,Tds

dL=dU=—pr~ *+ 25 * ~2c 2EA 7G4 264
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okreslajaca ilo$é energii zgromadzonej w badanym elemencie, przy czym oznaczenia sztyw-
nosci sa jak we wzorze (9.8). Calkowita ilos¢ energii w ustroju jest oczywiscie

M: MI | N* T oy
M s o N T oy 9.22
U\ f(ZEJ +t5gr T ac taEx T 264 * ZGA)ds (5:22)

gdzie catkowanie”’ obejmuje wszystkie elementy ustroju.

Wykorzystujac analogie wzoréw okreslajacych energie U do wzorow dla przemieszczen
mozna przenie$é od razu szereg wynikéw z art. 9.3 i 9.4. T tak w wigkszosci zagadnien
mozna we wzorze (9.22) pominaé trzy ostatnie skiadniki (analogia do wzoru 9.9). Po-
dobnie wstawiajac do wzoru (9.10) zamiast m, n, t odpowiednio M,, N i T oraz wspol-
czynnik % otrzymujemy dla preta silnie zakrzywionego energie U jako

e f M} ds M,Nds N2ds f wT2ds

2EAer EAr 2EA 2GA - O:23%

Jako ilustracje rozwazan obliczmy energi¢ belki (rys. 9.52). Wedhug art. 5.8 (zadanie 2
i wzory 5.30) ugiecie f i kat 95 przy podanym obcigZeniu sa
P M2 PJ? M3l

= — B e ————
f=we= g5 * Terr, > """~ 16EJ, T 3EJ, )
Pl Mg
P _4—+_2_‘\. My?
!L Mo ‘ / Mg
4 c A 1
e f“'/ '—‘XT_"’ (A L}
- L 4 < X2 >
' 2
Rys. 9.52. Przyklad okreslenia energii
i podstawienie ich do (9.21) daje energi¢
1 B 6
= (Pf+Midy) =— | P>+ x4 0 (M%)
5 P00 =g [P P+ 0| ©

jako jednorodna kwadratowa funkcje obcigzen P i M. Jesli z zaleznosci (d) okresli¢ P
i M: w funkeji f1 95 i te wyniki podstawi¢ do (9.21), to energia
24EJ
U=-—"2"02 (162 —61f 05 +1293) (f)

jest teraz okreslona jako jednorodna kwadratowa funkcja uogdlnionych przemieszczen
F R

Wynik (e) otrzymujemy réwniez z wzoru (9.22), w ktérym podstawiamy M, = M, = 0i

M, = [(P)+(MED] %, 0<x, <12, \ o

My, = [(P2)+(ME[D]x2 =P [x2 =21, 2<x, <1, J

() Gdy funkcje M,(s), M.(s), ... sa liniowe, a sztywnosci stale, wowczas mozna wykorzysta¢ u-
proszczony sposéb catkowania wedtug wzoru (9.3) 1 tabl. 9.1, z tym Ze mamy tu Y (s) = y (5).
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a ponadto pomijamy site tngca. W wyniku tego mamy

* [P+ (M3 Px x| J*{[<P/2)+<Mz/l)]» —PLxa =21

U= 2EJ, 2EJ
(4] 12
D (P MEE e PRGNS EE D
P (2 1 ) 6EJ, EJ, ( ! )48 48EJ,
= 13 r 2 6 * 16 *32

Wwidaé, ze ten drugi sposéb obliczenia jest lepszy niz poprzedni, gdyz nie wymaga uprzed-

niego okreslenia przemieszezen, tj. f i #5, wymaga natomiast wniknigcia w sposdb pracy

ustroju, tj. okre$lenia M,, M_, ....

Zadania

1. Pomijajac wptyw sit N i T'i stosujac tabl. 9.1 obliczy¢ energi¢ U ramy (rys. 9.2), jesli EJ, = const =
= 4-10° Nm?.

Odp.
o 2. o o 5 a 3(6.103 .
U = 1 (12:10%) 1,41_+ 6:103(12-10%4-8-10%)+8-10* (6-10°--16 103)'1’00_'_
2:4-10°¢ 3 6
odcinek AB odcinek BC
o 3 . 3_ . 3y o 3(__ . 3 o 3
 810%(16°10° ~10-10°) ;o 10%(—20°10°-+8-10% | 40 (_19.10%-1,00+
odcinek CD . odcinek DE
- . 3)2.
+ (10199710 ) 1-00] — 3487,
odcinek EF

2. Pomijajac wplyw sit N i T i Wplyw krzywizny obliczyé energie U pierscienia (rys. 9.12). ¢ =
= 0,3 kN/m, E = 1-10° MPa.
Odp. Wykorzystujac wynik zadania 5 art. 9.2 mamy

27

-1 ' L 2 _ 3ng?rir?
2ET, J [gr. r (1 —cos &)1* r dx 2E7, = 0,231 J.

0
3. Pomijajac wplyw sit T i wplyw kizywizny obliczy¢ ilo$¢ energii w pierscieniu (rys. 9.17), gdy
przekrdj jego jest kotowy.
Odp. Wykorzystujac wzory (b) i (¢) z art. 9.2 mamy

P23 Pgr*
b = 69+ 16 6--(4+1274-9%2
16EJ, [6m-+(Om+16) £1— SEJT, [6+( n+-97?) E1+

LT ((16+9 3 &
F = 16EJ, [(16+9m)+ (16437 +97) &1,

gdzie EJ, = m Ed*/64, C = = Gd*[32, za§ & = EJ,/C.
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9.8. Twierdzenie Castigliana

255

4. Biorac dane jak w zadaniu 4 art. 9.3 obliczy¢ energie odksztalcenia kratownicy (rys. 9.27). DD’ w pierwszym procesie z racii liniowosci ustroju. W koficowym stadium drugiego procesu obcia-

Z . . -
Odp. U =X (N2 Ij2EA) = 156,5 N'm = 156,5 J. zenia cala energia U’ jest
1

U’ = (AP Afij2)+ U+ AP fi (c)
i rowna si¢ wartosci okreslonej poprzednio, gdyz stany koficowe obydwoch procesow sg te same. Wy-
nika stad, ze

5. W ustroju (rys. 9.51) podwojono: a) sity P; i P,, b) dlugosci wszystkich pretéw zostawiajac te
same przekroje i obciazenia. Jak zmieni si¢ energia odksztalcenia ustroju?

Odp. a) wzrosnie 4 razy; b) wzroénie 8 razy, jesli pomina¢ wptyw sit wzdtuznych i tnacych (patrz
zadanie 12 art. 9.4).

6. Poda¢ wzoOr na energie odksztalcenia tarczy (rys. 9.33a).

(Q@QU/IP) AP, = (AP; Afi/2)+ AP f; .

Odp. U= f[ L(02—2116 o,+0)+ v odxdy
i 280w U6 ]
7. Wyrazenie (¢) mozna przedstawi¢ jako sume 3 sktadnikow: P2/*/96EJ,, ... Wyjasni¢ sens fizycz-
ny kazdego sktadnika. i
Odp. Skladniki I i I1I to energia Upi Uy przy oddzielnym obciaZeniu belki sita P badZ momentem
M}, Skladnik $rodkowy, PM I*/I6EJ, = P (M} I?/I6EJ,) = M} (PI*/16EJ,), to praca jednego
obciazenia na przesunigciu wywolanym przez drugie obciazenie przy ich kolejnym dziataniu na t¢ sama
belke.

B

I proces obcigzania II proces obcigzania

Rys. 9.53. Ilustracja do dowodu twierdzenia Castigliana

Odrzucajac skladnik (AP, Af;/2) jako mala wyzszego rzedu w poréwnaniu z pozostatymi, mamy osta-

9.8. Twierdzenie Castigliana tecznie

Jak widzielismy na przykladzie belki (rys. 9.52), energi¢ odksztalcenia U mozna wyrazi¢ (wzor ¢ == I 9.24)
art. 9.7) jako funkcje obciazenn P i My. Traktujac te obciazenia jako zntienne niezalezne obliczmy cza-
stkowe pochodne QU/QP i aU/aM:, czyli jako matematyczne ujgcie twierdzenia Castigliana.

W powyzszym rozumowaniu zalozono, ze przyrost jednej sity, tj. P;, nie zmienia wartosci sit

au (ZP 6My\ PP ML =" . X ] . . o g
= = + )— 5 @) pozostatych, czyli ze te sity Py, ..., P,, M*, ... sa niezalezne. Warunku tego nie spetniaja reakcje, jak R,
op = ! 48EJ, 165, i Ry na rys. 9.53, uzaleznione od sit Py, ..., P,, M*,... robwnaniami statyki. Aby wiec nic popelni¢
AU 0 3 6P 32M, : PP i M: ! () bledu, nalezy przed stosowaniem wzoru (9.24) orzec, ktére sity uwazamy za statycznie niezalezne, a ener-

M, 96EJ, ( I 2 ) = 16EJ, 3E], " gie U wyrazi¢ jako funkcje tylko tych wiasnie sit.

ek P - . . . . ] Natozone na poczatku ograniczenia, ze ustrdj jest liniowy i sprezysty, nie wystepuja jawnie, lecz
Rl e oniklL EIRasidentyCanctz wegraii (OISC B L w28 BUHENO spos bz ZechyRgstact ukryte sa w toku dowodu. W wigkszosci wypadkow zatozenia te sa spetnione i wtedy naturalnym za-
787U< =f, ClY = By (©) stosowaniem twierdzenia Castigliana jest wyznaczanie przemieszczef. Otrzymane stad wyniki mozna
or SM; doprowadzi¢ do formalnej zgodnosci z wzorami art. 9.3 i 9.4, opartymi na metodzie Maxwella~Mohra.

Ta formalna zgodno$é nie oznacza jednak zgodnosci pojeciowej. Metoda Maxwella-Mohra jest w
swej istocie analitycznym ujeciem pomiaru warsztatowego, w ktorym wyraznie oddzielone sa dwa czyn-
niki: jeden wywotujacy odksztalcenia i drugi mierzacy odksztalcenia. Twierdzenie natomiast Casti-
gliana konstatuje pewna wlasciwos¢ energii odksztalcenia sprezystego. Roznice wystepuja wyrazniej,
gdy poroéwnaé zakres stosowania. W metodzie M—M przynajmniej z poczatku przyczyna odksztalcen
ustroju byla nieistotna, a wzory (9.1) i (9.7) sa stuszne niezaleznie, czy odksztalcenia te sa wynikiem ob-
ciazenia, ogrzania czy blednego wykonania, pod ktére mozna réwniez podciagnaé trwate odksztatce-
nia elementéw. W tym ujeciu twierdzenie Castigliana stanowi tylko fragment metody M-M i dlatego
w tej ksigzce twierdzenie Castigliana omowiono wylacznie od strony poznawczej.

i uSwiadamiajac sobie, ze i ¥5 sa uogdlnionymi przemieszczeniami odpowiednio dla P i M*, mozemy
zaleznosci (c) ujaé w twierdzenie Castigliana, a mianowicie:

pochodna energii odksztalcenia wzgledem uogdlnionej sily jest réwna uogdlnionemu przemieszczemiu
dla tej sity.

Ogdlny dowodd tego twierdzenia dla dowolnego sprezystego linfowego ustroju sprowadza si¢ do
analizy dwoch réznych co do kolejnoséci proceséw obciazenia tego ustroju dwoma uktadami sit (rys. 9.53).
Pierwszy z nich stanowia sity Py, ..., P,, M*, ... wraz z odpowiednimi reakcjami R, i Rp. Uktad drugi
to wspolkierunkowa z P; sita AP, oraz odpowiednie (nie podane na rysunku) elementarne reakcje AR,
i ARg. W pierwszym procesie przyktadamy najpierw pierwszy uklad, w wyniku czego ustrdj gromadzi
energie U, ktora jest funkcja sit P, ..., P,, M*, ... Przytozenie w drugiej kolejnosci nieskonczenie ma-
tej sity AP; daje w wyniku stan konicowy, w ktérym sita P, wzrosta do wartosci P+ AP,, a energia U
wedtug prawidet rézniczkowania funkcji wielu zmiennych wzrosta do wartosci

U' = U+@QU/3P) AP, . (d)

W drugim procesie kolejno$¢ obcigzenia jest odwrotna. Site AP, przyktadamy najpierw, przy czym
ustroj akumuluje energie AP, Af;/2. Przylozenie z kolei uktadu sit Py, ..., P;, M*, ... gromadzi w ustro-
ju energic U zwiekszona o prace AP, f; istniejacej juz sity AP, przy czym Af; = D*D** jest réwne




STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE
10 USTROJE PRETOWE

Wiszystkie badane dotad ustroje byly statycznie wyznaczalne. W ustrojach tych sily
bierne, sktadajace si¢ wraz z czynnymi na obcigzenie, mozna okre$li¢ z téwnan statyki,
a wysitek kazdego przekroju mozna wyznaczy¢ metoda przecigé. W praktyce jednak
spotykamy czgsto ustroje statycznie niewyznaczalne, w ktorych okreslenie reakcji badz
wysitku przekrojéw z samych tylko réwnan réwnowagi nie jest mozliwe i do ich wyzna-
czenia potrzeba uwzgledni¢ odksztalcenia ustroju.

10.1. Zasady i metody rozwiazania

Przebieg rozwiazania takich ustrojow prze§ledzimy na przykladzie plaskiej kratownicy,
ktérej wezet A4 laczy sig z nieodksztalcalnym podtozem pretem 4D i dwoma jednakowymi
AB i AC (rys. 10.1a). Prety te zakoriczone idealnymi przegubami moga przenosi¢ tylko
sity wzdtuzne N, N, i N;. Badajac réwnowage. wezlta 4 mozemy napisac tylko dwa
réwnania rzutow:

N,sinff—N,sinf=0, N;cosf+N,+Nzcosf—P=0, (a)

_._a;ﬁl_-__
Rys. 10.1. Wprowadzenie do metody sit
gdyz trzecie réwnanie (réwnowagi momentéw) jest spetnione tozsamosciowo. Zadanie jest

wiec statycznie niewyznaczalne, gdyz liczba niewiadomych jest wigksza niz liczba bedacych
do dyspozycji réwnan réwnowagi. Nadwyzke liczby niewiadomych nad liczba réwnan
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nazywamy stopriem statycznej niewyznaczalnosci. W danym przypadku réznica ta wynosi
jedno$§¢ i méwimy, ze zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne.

Aby sformulowad trzecie réwnanie konieczne dla okre$lenia sit N, musimy zbadaé
odksztalcenia ustroju. W tym celu potraktujmy jedna z nich, np. N,, za wchodzaca w sklad
obciazenia® (rys. 10.1b). Dzigki temu chwytowi ustrdj jest juz statycznie wyznaczalny z nie
znang na razie co do wartosci czg$ciq obcigzenia, tj. ukladem sit® X . Sily w pretach tego
ustroju okre§lamy oddzielnie dla znanej czeéci obciazenia, tj. sity P (rys. 10.1c), i dla nie
znanej na razie czesci przyjmujgc chwilowe, 2e X, = 1 N (tys. 10.1d). Wida¢, Ze dzialanie
sity P, nazywane odtad stanem zerowym (stan ,,0”) wywotuje w pretach sity

N® =Pj2cosp, NP =0, N =P/2cosg, (b)
a dzialanie sit X; = 1 N, tzw. stan pierwszy (stan ,,1”) .
ny=1/2cosf N/N, n,= —1 N/N, n, =;1/200s[? N/N. (©)

W kazdym z tych stanéw sity N badz n wywotuja odksztalcenie pretéw, a w kon-
sekwencji i rozejscie si¢ koricéw myslowo przecigtego w przekroju m-m preta AD. Nie
obliczajac na razie oznaczmy, jak w art. 9.6 (wzér 9.20), te wzgledne przemieszczenia
odpowiednio przez «,,q i @,,. Jesli zamiast obranych chwilowo sit X; = 1 N bedg dzialaé
sity rzeczywiste X, razy wigksze, to przemieszczenie «, ; powigkszy si¢ tylez razy i bedzie
q,1 X,. Calkowite wzgledne przemieszczenie o, przy tacznym dzialaniu sily P i rzeczy-
wistych sit X, jest wedlug zasady superpozycji

oy =0y, X;+0 0. (Y

tatwo spostrzec, ze oy = 0, gdyz w rzeczywistosci nie ma wzglednego przemieszczenia
w miejscu mySlowego przeciecia, skad otrzymujemy réwnanie
a1_1X1+051_0 =O (10.1)

wyrazajace tzw. warunek ciqglosci odksztalcer. Aby ten wynik wykorzystaé, nalezy tylko
okredli¢ przemieszczenia o o 1 ¢y,,. CzZynnoéé ta nie sprawi trudnosci jesli, nawiazujac
do art. 9.4, zauwazyé, ze grupa sit X, = 1 N jest uogdlniona jednostkowa sita (,,czujni-
kiem™) dla przemieszczen oy i ®; ;. I tak z wzoru (9.5) mamy

3 m
N,n,li P ]. l !0'(—1)'1
o S =2.
el EA, 2cosB 2cosf E, A;cosf E, A, ©
a prety AB i AC tprgt AD

?rzy obliczeniu «y,; jednostkowy uklad X; = 1 N spelnia podwdjna rolg: obcigZenia
1 ,,czujnika”, wobec czego

3 wy 2
ni l; ( 1 ) 1 (=121
o = =
o EA, 2cosf/ E; A, cosf 2+ E, A, ° ®
L prety ABi AC pret AD

' ) Sit N,, jako wewnetrznych, jest dwie, z ktérych lewa to dziatanie preta mD na lewa czg$é ustro~
Ju, a prawa to dzialanie calej lewej czeSci ustroju na pret mD.

) Dla przejrzystosci rysunkoéw przyjeto tu, ze sity N, = X, sa $ciskajace. Rzeczywisty ich zwrot
mamy z wyniku koficowego.

17 Wytrzymato§é materialéw
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Podstawiajac wyrazenia (e) i (f) do (10.1) mamy

X, = P
L 142cos*B(E  A4/E,A4y)

(8)

przy czym X; < 0 oznucza, ze zwroty nie znanej dotad grupy sit X, sa przeciwne niz
zatozono, a wiec Ze pret AD jest w rzeczywistosci rozciagany. Jest to zgodne z fizycznym
wyczuciem, gdyz w pierwotnym stanie (rys. 10.1a) wezel 4 przesuwa si¢ na lewo i prgt AD
wydtuza sie.

Majac wartosé sity N, = — X; mozemy z réwnan (a) okresli¢c pozostate sity Ny i Ns.
Prosciej jednak jest superponowaé wyniki (b) i zwigkszone X, razy wyniki (c), tj.
2
N, = N(10)+n1X1 —pP (E A4/E A5)cos® B =N,, N,=—X,.

1+2 (E A,/E;A,) cos®

Zbadajmy zgodno$¢ tych wynikéw z fizycznym obrazem zjawisk. Gdy pret 4D jest
bardzo solidny w poréwnaniu z bocznymi, wowczas ich rola jest nieistotna i cala prawie
site P powinien przenosié¢ pret AD, czyli 2¢ N, = P, a N; = N3 = 0. Na odwroét, gdy
pret AD jest wiotki w poréwnaniu z bocznymi, to w pretach bocznych powinny by¢ sity
N, = N; = P[2cos B8, a N, = 0. Taki wlasnie wynik daja powyzsze wzory, jesli wstawic
w nich (E,4,/E,A4,) ~ 0 dla pierwszego przypadku, a (E,;4,/E,A,) = oo dla drugiego.
Nie rozszerzajac tej dyskusji widzimy, ze w badanym ustroju wysitek przekrojow zalezy
nie tylko od obciazenia i ksztattu, lecz takze od sztywnosci elementow. Jest to zasadnicza
cecha ustrojéw statycznie niewyznaczalnych.

W przedstawionej metodzie sil zasadnicza niewiadoma jest sita X,, a warunek (10.1)
ciagtosci odksztalceri jest koncowym etapem rozwiazania. Zamiast tego jako niewiadome
mozna przyja¢ odksztalcenia ustroju, a w etapie koricowym zbada¢ warunki réwnowagi.

b)

Rys. 10.2. Wprowadzenie do metody przemieszczen

Ten drugi sposéb rozwiazania, tzw. mietode przemieszcze#, zilustrujemy na tym samym
ustroju. Z racji symetrii i ustroju, i obciazenia wezel 4 przemiesci si¢ o0 u, po osi symetrii
(rys. 10.2a), przy czym prety doznaja wydiuzen

Al =Aly=uycosf, Al,=u,. (h)
Tym wydluzeniom odpowiadaja sity wzdluzne w pretach
N1=N3=E1A1All/ll=E1A1uACOSZ,B/I, N2=E2A2uA/l (i)
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zapewniajace réwnowage wezta 4 (rys. 10.2b), czyli
2N cosf+N,—P =0.
Wstawiajac wyraZenia (i) w powyzsze rownanie mamy
u,=PIlQE A ,cos® B+E, A,), 6)

a po wstawieniu u, do réwnan (i) okre§lamy wartosci N, N,, ktére, jak latwo sprawdzié,
sa identyczne z poprzednimi.

W bardziej ztozonych ustrojach metoda przemieszczen jest wygodniejsza niz metoda
sit, gdyZz daje prostsze réwnania. Jednoczes$nie jest ona trudniejsza, gdyz wymaga okre-
slenia obrazu odksztalcen. Z tego powodu bedziemy czesciej stosowaé metode sit. Jak
widzieliémy na przykladzie (rys. 10.1), metoda ta ma nastgpujace etapy:

1. OkreSlenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci ustroju. Etap ten wyrazat sic w sfor-
mutowaniu réwnan rownowagi (a) 1 stwierdzeniu, o ile wiecej jest niewiadomych sit niz
tych réwnan. )

H. Zamiany ustroju statycznie niewyznaczalnego na statycznie wyznaczalny z nie znanymi
na razie co do wartosci niektorymi obcigzeniami o znanym jednak charakterze i miejscu
dzialania. Etapem tym bylo uznanie za niewiadomg sity wzdtuznej X, (znany charakter)
w przekroju m-m (znane miejsce dziatania). Wbrew pozorom etap ten nie jest zonglerka
stowna, lecz jest zmiana pojeciowa, sprowadza bowiem ustrdj do klasy znanych juz ustro-
jOw.

III. Okreslenie nie znanych wartosci sit X, tzw. statycznie niewyznaczalnych, z warunku
cigglosci przemieszczen w tym miejscu ustroju, w ktorym te sily X wprowadzono. Etapem tym
bylo sformutowanie réwnania (10.1) i obliczenie wartoéci jego wspotczynnikéw o 4 i oy .

Konsekwentne przestrzeganie tych etapow powinno byé regula postgpowania, daje
bowiem r¢kojmi¢ prawidtowego wyniku. Osobna kwestia jest dyskusja wynikdow rozwig-
zania i ich wykorzystanie do oceny bezpieczenstwa badz do ksztaltowania ustroju.

Zadania

1. Metoda sit wyznaczy¢ sity wzdluzne w precie obustronnie utwierdzonym i obciazonym poosiowa
sitg P (rys. 10.3).

a b ; ¢
A ki iy i R - stan ,0"
oz e —— A
- = . b g
Ay EBA p E2 A, ¢ --,%_ — et
AT [T11] = I
P € R=X S} ‘11" NO=_p Oz s
- S i T e —  p— i
/ A a b stan ,1 5 =i
‘ — = = ];—P
: Sl g
(AT T e
n=1N/N
Rys. 10.3.

17*

e

R —
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Odp. Wartoé¢ Rc = X; otrzymujemy z réwnania (10.1), w ktérym o0 = —Pli/E14s, &1, =
= (I1/E1Ay)+(L/Ez A2). W wyniku: g -

na odcinku be Nie = X1 = P/I1+(E1A1[E2 A2) (2[11)],

na odcinku ab Nap = X1—P = —P[[(Ez 42/E; A1) (4/1)+1].

2. Stalowy walec i wspétosiowa z nim duralowa tuleja Sciskane sa sita P miedzy nieodksztaltcalny-
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6. Dwie rury: wewnetrzna miedziana (E, =.1-10° MPa) i zewnetrzna stalowa (E; = 2,0-10° MPa)
o tej samej dlugosci wlozono na siebie bez luzu (rys. 10.7). Pomijajac tarcie migdzy rurami okresli¢
metoda przemieszczen naprezenia w rurach wywolane dziataniem ci$nienia p = 5 a.

Odp. W obydwoch rurach wydluzenie obwodowe ¢ jest to samo, skad o, = F; ¢ i 6y = En &, Wa-
runek réwnowagi paska o jednostkowej dtugosci o &;-+0m 6 = pra, skad

‘ mi ptytami prasy (rys. 10.4). Metoda przemieszczen okreéli¢ wzgledne skrécenie & oraz naprezenia 6 = pru/(Es 8+ Ey 6,) — 288104 oraz o, = 58 MPa, 0w % 29 MPa.

w tulei i walcu. E, = 2,05-10° MPa, E, = 7,0-10* MPa.

‘ dural stal
|

B

|

_F P=400kN

Os

T
I
E 3 N

= e —— - —-}
.

G;=4cm, P;=TA10°kg/m3
" 0;=1cm, Gs=7810%g/m’

d,=9cm dy=5cm

| Rys. 10.4.

| Rys. 10.7. Rys. 10.8.
i & Odp. Poniewaz ¢, = & = ¢, zatem Nya = Es & (v dy/4), Nower = Eq 8T (d?—d2)/4, a rownanie
' i ptyty NuwNaseai—P =0, skad & = P/[(EA),+(EA)d] = 0,563-10~3 i dalej o, = E; ¢ = al
? “"“;‘;‘;Wl\ig;a o y_’;‘; JZI‘Q“S MPa - leiaton Sy (E, = 2,0-105 MPa) o tej samej szerokosci wiruje z 7 = 1500 obr/min (rys. 10.8). Okresli¢ napreze-

= s =E;e = . . N iy .
’ - a5 . : Scieniu i o, w bandazu.

| b . 10.1) E; = E;, 8 = 30°. Znale#é stosunek A,/A4;, aby byly réwne: a) sily nia 0; W pier 3 ) ) . ~
1 S N e Wt ot . 0dp. Rolg p z zadania poprzedniego spelia teraz sita bezwladnosci g = (g 6;+@s J5) (n/30)? r4e.

) wzdluzne, b) naprezenia. X e - -
Odp. a) A;/A; = 0,75; b) zadanie nie ma rozwiazania, gdyz z (h) mamy: & = &3 = AL/l = Ll soper s Jl oy e= S Wy (=R 4

[ = uycos?Bll, Al,.= uyfl i gdy B # 0, zawsze &; # €2, a WigC i oy # 0,

‘ 4, Obliczyé naprezenia Tu.; W waltku (rys. 10.5) utwierdzonym na koncach, a obciazonym momen-
' tem M?* Srednice na odcinkach AC i CD sa di=5cm i dep=4cm.

! . Odp. Po myslowym rozcieciu utwierdzenia D i oznaczeniu M} = X; mamy znowu warunek cia-
| glosci (10.1), w ktérym

I da1 — 32 (@-+B)mGde 1+ (320/nGdly), 01,0 = —32M}ainGdl]

"1 katy obrotu przekroju D wywolane przez X; = 1 Nm, lub przez M} W wyniku X; = 675 Nm i nie-
|II bezpieczne sa przekroje odcinka 4B, gdzie M, = M —X; = 1325 Nm, za§ Tmax = 54,1 MPa.

7. Cienki piericien zeliwny (E, = 7+-10* MPa) z nalozonym na niego bez luzu bandazem stalowym

10.2. Réwnania kanoniczne metody sik

Metode sit uogdlnimy obecnie na przypadek, gdy badany sprezysty i liniowy ustrd)
jest wielokrotnie statycznie niewyznaczalny. Metode objasnimy na przykladzie tzw. belki
cigglej (rys. 10.9a), w ktérej podpory posrednie I, 2 i 3 dziela cala belkg na tzw. przesia.
Jesli te podpory myslowo usunaé zostawiajac tylko podpory skrajne 4 i B, to dla zachowania
4 ]‘1 pierwotnego stanu ustroju musimy poza znanymi sitami P, i P, przylozy¢ nie znane na

razie sity X,, X, i X, stanowiace reakcje usunigtych podpér na belke (rys. 10.9b). Wyzna-
czenie tych sit X z réwnan réwnowagi nie jest mozliwe, albowiem lacznie z reakcjami
podpér A i B mamy sze§¢ niewiadomych, a tylko trzy réwnania réwnowagi. Tak wigc
badany ustréj jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalny, a nie znane sity X, X, i X,
statycznie niewyznaczalne. Poczatkowy stan ustroju, tj. belke na pigciu podporach, nazy-
wamy wustrojem pierwotnym. T¢ sama belke po usuni¢ciu podpér posrednich, a wige sta-
_ _ tycznie wyznaczalna, nazywamy ustrojem podstawowym. Ustréj podstawowy obcigzony
| sitami (P, P,) i statycznie niewyznaczalnymi (X) nazywamy ustrojem réwnowainym.

i Rys. 10.5. Rys. 10.6.

5, Utwierdzona na koficach pryzmatyczna cienkoScienna rure obcigzono dwoma przeciwnymi
momentami M* (rys. 10.6). Dobraé grubos¢ ¢ scianki, aby o,.a < 80 MPa.

0dp. (M)mex = 0,6M* = 6-10° Nm dziata w czesci BC i z warunku 7 = (M)max/2F0 < o‘,,dll/g
mamy 6 % 3 mm.

Oznaczenie wielkoéci statycznie niewyznaczalnych oraz okreSlenie ustroju podsta-
wowego i réwnowainego zamyka I i IT etap rozwiazania (art. 10.1). Aby okresli¢ wartosci
sit X (III etap rozwiazania), rozpatrzmy przemieszczenia (ugigcia) ustroju réwnowaznego,
a w szczegdlnosci ugiecia oy, oy, a3 W punktach 1, 2, 3, w ktérych dziataja sity X. Ugigcia
te sa funkcjami znanych obciazefi (P, P,) i nie znanych sit X i je§li badany ustr6j ma
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to te przemieszczenia Musza by¢ réwne zeru,

by¢ rzeczywiscie rownowazny pierwotnemu,

czyli i
y al(PI’PZ,Xl’XbXa):O, a2(P1a-'-aX3)=09 OC3(P1,...,X3)—0. (a)

Warunki (a) wyrazaja w swej istocie cigglosé przemieszczen migdzy b'eikzg a poért?dnimi
podporami. Aby w tych zaleznociach ujawni€ role poszczegolnych obca'qzcn, rczd.me}am){
stan rownowazny na cztery stany sktadowe (rys. 10.9c). Stan obcigzenia znanymi sitami

(o}
e i i, ‘%’;ﬁ},
A ptel 121 [ Vsl |3 i}
a) ¢) P“*a—m

--------- 10

ustrdj pierwotny

[ P stan ,1" %= J__,.mé”
A TBIE 2 aﬂ 3 8 Amﬂ‘r‘#—&‘ﬁ-—__ﬁ

5 B £ £ B | e e  wuw

stan ,2" Xz=1N_ F’éﬂ
A pllvd | pTToss 8
-

b Xfl u}% X l]]»‘ﬁ X3

A Y ye 2 D 3 B 1
Ww T b2 "061’2 "052'2 Xgp 707
3 rownowazn )
ustrgj rown Y s m?’ rle

- = =
k_'?"":":?":' (4K ] 3 Q33 Tt

Rys. 10.9. Tlustracja do sformutowania réwnan kanonicznych

(P, P,) nazywamy Zerowym (stan ,,0”), a kolejne stans'/ obc?ienijl §ilan§ jednostkc?w&vmz
X, =1NX,=1N,X; = 1 N odpowiednio stanami; N S 1 ,‘,3 . Odpowiednie
PIZeZ 0, zachowujac symbolike wskaznikow, ‘Jak w ar.t. 96
&y o Sa uogdlnionymi przesunigciami (ugieciami) odpowiednio
stkowymi obcigzeniami X; =1N,X,=1N

przemieszezenia oznaczamy
Tak na przyklad o, s, 62,2, 10,
dla sit X,, X5, X;, a wywolanymi jedno
i stanem obciaZenia ,,0”. ' 2 erate

Przypominajac teraz, ze w stanie réwnowaznym zamiast sit jednostkowych X dzialaja
ich wielokrotnosci oznaczone jako X # 1 N, X, # I N, X; # 1 N otrzymamy W punk-

cie 1 przemjeszczenia oy, X1, 01,2 X2, %1,3 Xa, ay,¢ zachodzace w tym samym kierunku,

Przy jednoczesnym dzialaniu wszystkich obcigzen catkowite przemieszezenie o, Jest suma
kiem ciaglosci (a) musi by¢ rowne zeru,

tych skladnikow i zgodnie z pierwszym warun
CZyll oc1=a1,1X1+oc1_2X2+0c1'3X3+d1.0=0.

Podobnie formutujemy warunki ciaghosci przemieszczen i W rezultacie otrzymujemy

uklad trzech réwnan

0‘1,1X1+0‘1,2X2+°‘1.3X3+°‘1,o =0,
0y, X+ 2 Xot+og,3 Xat%z,0 =0, (10.2)
oza'.le+a3'2X2+ot3_3X3+0t3_0 =0.
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Powyzsze réwnania liniowe nazywamy réwnaniami kanonicznymi metody sit lub réwnaniami
Maxwella—Mohra. Ich liczba jest taka, jak stopieni statycznej niewyznaczalnosci ustroju,
wystarcza wigc do jednoznacznego' okreslenia nie znanych dotad wartosci X i stanowi
formalne rozwiazanie zadania. Jest rzecza oczywista, ze wybrany tu przyklad ustroju
nie wplywa zupelnie na ogdélnos¢ rozwazan. Podobna posta¢ réwnan kanonicznych otrzy-
mamy dla kazdego ustroju, z tym tylko, Ze liczba réwnarn moze by¢ inna, zaleznie od stopnia
statycznej niewyznaczalnosci.

Tak zwane przemieszczenia jednostkowe o y, 0y », ... Obliczamy metoda Maxwella—
—~Mohra. Poniewaz «; ; jest uogélnionym przesuni¢ciem dla uogéinionej sity X; wywolanym
przez jednostkowe uogdlnione obciaZenie X; = 1, zatem dla badanej tu konstrukcji
plaskiej mamy z wzoru (9.2)

~ =f mPm® ds +f MO MO x ~t(j)t(i) ds
y EJ, EA GA

(10.3)
gdzie m$”, n?, ¢t oznaczaja odpowiednio moment gnacy, sile wzdluzng i sile tnaca
wywolana obciazeniem X; = 1, a wigc w stanie ,,j”. Podobne oznaczenia ze wskaZni-
kiem (i) odpowiadaja X, = 1, a wigc stanowi ,,2”, spetniajacemu role ,,czujnika”. Dla
wspélczynnikow o;, uogdlniona sita X; = 1 wystgpuje w podwdjnej roli: ,,czujnika”

i obcigzenia, co powoduje, ze we wzorze (10.3) mamy zamiast iloczynéw m$” my’, ...

kwadraty [m{°]?, .... Wynika stad, ze «;; jest zawsze dodatnie, natomiast o; ; (i # j)
moga byé dodatnie, ujemne lub réwne zeru. Z budowy wzoru (10.3) wida¢, ze
a[‘j = aj'i, (10.4)

co jest zreszta konsekwencija ogdlnej zasady wzajemnosci (9.20). Wykorzystanie zaleznosci
(10.4) ulatwia obliczenia, gdyz redukuje liczb¢ okre§lanych wyrazéw.

Wyrazy wolne a; o ukladu (10.2) okreslamy z tego samego wzoru (9.2) dla obciaZenia

w stanie ,,0, czyli
), (i) IO) (0) (D)

ciom [ MR [ MO (TR oy
gdzie M, N©, T©® skladowe wysitku w stanie ,,0”. Przy obliczeniu calek we wzorach
(10.3) i (10.5) mozna korzystaé, o ile spelione sa odpowiednie warunki, ze skroconego
sposobu calkowania wedtug (9.3). Podobnie wykorzystujac wnioski z rozdz. 9, mozna
czesto pominaé wplyw sit wzdluznych i tnacych zachowujac w (10.3) i (10.5) tylko pierwszy
sktadnik. Tak wlaénie zrobiono na rys. 10.9c podajac tylko Mf,O), ..., CO nie oznacza, ze
sity N, T 5@ ¢® ga réwne zeru.

Gdy badany ustréj ma o$ lub plaszczyzng symetrii, woéwczas duze uproszczenie daje
wykorzystanie zasady jednoznacznosci gloszacej, ze w danym sprezystym i liniowym ustroju
dane obciazenie wywoluje tylko jeden stan napigé i przemieszczei.® Zauwazmy bowiem,
ze ustrdj taki (rys. 10.10) stanowi zespét dwéch identycznych konstrukcji (potéwek)

() Mozna udowodnié, ze wyznacznik charakterystyczny uktadu (10.2) jest zawsze r6zny od zera,
co jak wiemy z matematyki, wystarcza dla jednoznacznosci rozwiazania.

2) Zaklada sie, ze ustrdj nie moze przemieszczaé sig jako ciato sztywne. Dowéd zasady jednoznacz-
nosci podaje si¢ w teorii sprezystosci.
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Rys. 10.10. Rozklad obcigzenia na symetryczne i antysymetryczne

zlaczonych w plaszczyZnie symetrii, a kazde jego obciazenie da si¢ rozdzieli¢ na symetryczne
i antysymetryczne. Rozwazajac dzialanie kazdego z nich osobno (rys. 10.11 i 10.12) po-
prowadZzmy dodatkowo przecigcie ustroju w plaszczyZnie symetrii, dzigki czemu ujawniaja

Po obrocie wzgledem osi 00"

prawa potéwka staje sig kopig

lewej tak samo obcigqiong.

7 zasady fednoznacznoscl sity

wewnetrzne muszg, byc fe same.

Aby tak byto, musi byc¢
RI=T'=0,

Po obrocie wzglgdem osi 0'0"
prawa potowka staje st koplg
. lewef edwrotnie obcigZong.

Z zasady jednoznacznoscl sity
wewnetrzne muszq byc prze—
r.'twne Aby tak by(o,musa byc

Mi=MI=0 [ N'=H"=0.

Rys. 10.12. Oddzialywania w plaszczyZnie symetrii przy obciazeniu antysymetrycznym

sic odpowiednio uklady wewnetrzne R', H', M,, T', N', My badZz R”,..., M; podane
tu w najogolniejszej postaci plaskiego ukladu sit. Traktujac teraz kazda z potéwek jako
odrebny ustrdj wykorzystamy zasade jednoznaczno$ci. W tym celu obréémy wzgledem
osi 0'0””C 'F' prawe poléwki wraz z ich obciazeniem tak, aby pokryly si¢ one z lewymi.
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Dla obciazeni symetrycznych operacja ta daje dwa 1dentyczne ustroje, identycznie obcia
zone, wobec czego w przekrojach C'i C” orazF i F’ musza by¢ te same sity wewngtrzne.
Widaé, ze ten warunek jednoznacznosci spetniaja My, M,, N', H', natomiast sity 7’1 R’ ist-
nie¢ nie moga, gdyz przeczyloby to wspomnianej zasadzie. Dla obciazefi antysymetrycznych
(rys. 10.12) mamy po obrocie identyczne ustroje odwrotnie obciazone, wobec czego sily
wewngtrzne dla lewej potowki i obréconej prawej powinny byé przeciwne. Ten warunek
jednoznacznoéci spelniaja tylko sity T i R, a M,, My, H"” i N" istnieé nie moga.
Wszystkie te rozwazania daja si¢ uja¢ w jedna regule, a mianowicie:

w przecigciu na ost symetrii ustroju przy obciqzeniu symetrycznym istniejq tylko oddzialy-
wania symetryczne wzgledem tej osi, a przy antysymetrycznym tylko antysymetryczne.
Uzyte tu stowo ,,0ddzialywanie” wskazuje, jak podano na rysunkach, ze wielkosci te muszg
by¢ zgodne z III prawem Newtona,

10.3. Przyklady belek statycznie niewyznaczalnych

Zastosowanie metody sit i ogélnych regut z art. 10.1 i 10.2 przesledzimy naprzéd na
prostych przypadkach belek.

Pryzmatyczna belka utwierdzona na jednym, a podparta przugubowo na drugim koiicu
(rys. 10.13a). Zadanie to jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne, gdyz mamy tu

a) R4 b
,‘L v, EJy=const ﬂ‘u A ) My =X P
By o S S i 8 A gl 8
H ”’?’4 -ﬁa- o253 I i
_x a _b s o k R {)
- { o i 5
ustroj rownowazny
[ 7 A
stan ,0 - stan ,1” X,=1Nm
A Pl B8 ¥y X B
L % \ﬁL ;}z
“INm/Nm obcigzeni
MO Pab/l mi /Nm obcigzenia
| AT
p Pb/ 1 SH
(O o _Pa/l +00 /_TN/Nm obcigzenia
[i/[l 5 R 1 ) 5 T D I O 1 P

Rys. 10.13, Pierwszy podstawowy przypadek belki jednoprzestowej

4 reakcje Ry, Hy, M4 i Ry, a tylko trzy réwnania réwnowagi. Jako wielko$é statycznie
niewyznaczalng obieramy M, = X,, wobec czego ustrojem podstawowym (statycznie
wyznaczalnym) staje si¢ belka na przegubowych podporach 4 i B, a ustréj réwnowazny
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ma posta¢ wedtug rys. 10.13b. Wyjasnicnia te zamykaja I i II etap rozwigzania, o ktdrych
moéwiono w art. 10.1.
Wartoé¢ X, okreslamy z rownania (10.1)
oy,; Xy +0y,0 =0, (a)

w ktérym o, o oraz «, ; X, sa katami obrotu przekroju A wywolanymi odpowiednio
przez sitg P i moment X, # 1 Nm, a cale réwnanie wyraza warunek cigglodei przemiesz-
czeri w przekroju A. Wykorzystujac podane wykresy M,” i mg" i pomijajac wplyw sit

tnacych mamy z wzordw (10.3) i (10.5)

 [mPPdx (1_:) 2 =L(rad) ®)
Fg1 = J EJ, T ELNZ L3 3EJ, \Nm/’ :
- pole m',” rzgdna H’r:.”
| (o), (1) d [+ h)
Mﬁ “l!f dx == 1 (Pfhfi L) (il- b_) F—1 ﬂh(——l___. rad C
Lo = f — m7, @ EL\ 4 Z)\V3 glEr, 9 ©
0 —

A ]
a) LA
pole ML rzednn g

przy czym do calkowania wykorzystano wzor (9.3). Wstawiajac wyniki (b) i (¢) do (a)
mamy
Pab(l+b)

i 2 .6
X, = - A (Nm), (10.6)

przy czym X < 0 oznacza, iz rzeczywisty zwrot M, = X, jest przeciwny niz n?o)ry§. 10:14.
Wypadkowy wykres M, (rys. 10.14) otrzymujemy superponujac wykres M, i zwigk-
szony X, razy wykres mi¥, czyli m{ X, ktérego rzedne sa tu odwrécone (rys. 5.19).
W postaci analitycznej

M,=MP+m®PX,. (d)
= e — an |‘5n“"
p g ~—=a
< a :-gq—b -q—a,A-lEp, Py ens gpn
714 ¢ 8 7 A
Z R e et ;-E————”'
757 Al by 7

Pab (1+b) Yob by
5= et S

b fet—— a 8 w,zﬂ
M,W : ) 4 ‘ﬂ’_ ’_l \I Tivy, 8

<~ ®— b E

; I az
b _a(l+b)]
T[1 212 %4[1_b(l:b)] ) ME
- !
T I - g Scon e
oI PR ) 7T 7
Po VP
Rys. 10.14. Wynik rozwiazania belki z rys. 10.13 Rys. 10.15. Uogdlnienie wyniku podstawowego

na obciazenia ziozone
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Podobnie okre§lamy rzedne wykresu sity tngcej T
T=TO+:VX,. (e)

Gdy na belke dziata szereg sit Py, ..., P, (rys. 10.15a), woéwczas, zgodnie z zasada
superpozycji, wypadkowy moment M, = X, jest algebraiczna sumg wyrazed (10.6) obli-
czonych dla kazdej sily oddzielnie, czyli

X, = (127 ) Pia, b +b). ®

Podobnie przy obcigzeniu ciggltym (rys. 10.15b) wybranej elementarnej sile g, da odpowiada
elementarny moment
dX; = —(q,da)ab(1+b)/21> = —q,a(l—a)(2l —a)da/2]?,

a catkowity moment M, = X, jest znowu ich suma, czyli

az
St f q,,a(l—a2)l(221—a)da ’ (@
przy c¢zym a jest tu zmienng niezalezna, od ktdrej zalezy réwniez samo obciaZenie ciagle g,.
Aby wykorzysta¢ wzér (10.6) przy obcigzeniu belki momentem Mg (rys. 10.15c),
zastgpujemy go para sit P o bardzo malym ramieniu Aa = Mg/P. Lewej, skierowanej
do gory, sile P odpowiada moment —X,, natomiast sile prawej przesunietej o Aa odpo-
wiada moment X,

X|=X,+(dX,/da)Aa = X, —[P (21> —6la+3a?) Aa2]?].

Przy lacznym dzialaniu pary sit wypadkowy moment (X,),, = X;—X,, a poniewaZ
P Aa = M}, zatem ostatecznie

dXx, ME(212 —6la +3a?)

(XI)M= da Sl 202 (h)

Tak wigc dzialanie kazdego zlozonego obciazenia sprowadza si¢ do superpozycji podsta-
wowego przypadku z rys. 10.13.

Pryzmatyczna belka utwierdzona na koncach (rys. 10.16a). Poniewaz koniec B ma
swobode przesunig¢ wzdluznych, zadanie jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalne
(pig¢ niewiadomych reakcji Ry, Rg, Hy, M, i My a tylko trzy réwnania réwnowagi).
Obierajac za ustrdj podstawowy belke na przegubowych podporach 4 i B, desygnujemy
tym momenty M, = X, i My = X, jako statycznie niewyznaczalne, a ustrdj (rys. 10.16b)
jako réwnowazny.

Niewiadome X i X, okres§lamy z kanonicznego uktadu réwnan (10.2), ktéry ma obecnie
postaé

a1,1X1+“1,2X2+a1,0=0, } (1)

U1 Xy+0,X,+0,0=0,

i wyraza ciaglo§¢ przemieszczen w przekrojach A i B, a mianowicie, ze catkowite katy
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|
ugicecia sa w tych punktach rowne zeru. Wykorzystujac wzory (10.3) i (10.5) mamy tym Ujemne warto$ci X ;1 X, oznaczaja, iz rzeczywiste zwroty momentéw M, = X, i Mg = X,
et sa przeciwne niz na rys. 10.16b. Wypadkowe wykresy M, i T (rys. 10.17) obliczone z super-
[ : i pozycji jak w zadaniu poprzednim maja rzedne
[m;n]z il ! = f mPmPdx 1
2 of EJ SET, R EJ, = 6EJ,’ M, = MO +mPX, +mPX,, T = TO+IOX +12X,, €)
| , ; 1 gdzie T, 1V, t® nie pokazane na rys. 10.16 rzedne wykresow sit tnacych w stanie ,,0”,
. f —’[m(gz)_]z dx _ 1 o f MPmgP dx Pab(l+b) 1”1 ,2”. Tak jak poprzednio, wzory (10.7) oraz (j) mozna uog6lnié na przypadki obcig-
®2.2= ; EJ, o 5 1o ; EJ, G zenia zlozonego i otrzymaé wyniki podobne do wzoréw (f)=(h).
I
ol f MPmPdx _ Pab(l+a)
%20= )~ gy G6IEJ, '’ Zadania
0
1. Znalezé niebezpieczny przekr6j w belce (rys. 10.14).

: a) " AR P Rk b M=x l}P Ma=X; Odp. Gdy b> I(;/2—1), niebezpieczny jest przekroj A, bo |Myl> IMcl; gdy b < 1G/2—-1),

B% Mg @ € B niebezpieczny jest przekréj C.
- > - + 2. Znalesé ekstremum momentu M, = X; w belce (rys. 10.14), gdy sita P przesuwa sig od punktu 4

' . S > ) do punktu B.
ustrdj  rownowazny Odp. (Xi)aer = —PII3y/3 = —0,192P1, gdy b = Ii/3.
S N : 3. Dla belek (rys. 10.18) wyznaczy¢ moment w utwierdzeniu.
stan ,0" stan ,1" stan ,2”
X;=1Nm Xz=1Nm a b
* " ) ) N ¢
%20 g C;\ P %2 B A iz Y %z y ' 37 SKN ﬂ4kN BKN q=4KN/m 5KN ME=3KNM
7 j 5, ™} T 2 A 5 @ /. AED e Ic i Cp> s
Pab oM —= Nm_ = A | 7 A T ;
9(0) S 1N|TI obcigi, mé” m&m 1Nm ohcl bice. 727 _]‘ -l ,l x 7 03 L_ b =
T : | Mt m e im =<1m be—— 2 —=——2m—> 1m 1 —===1m

Rys. 10.16. Drugi przypadek podstawowy belki jednoprzestowej Rys. 10.18.

- . 3 . iy Odp. a) z wzoru (f) X; = Mp — 3,28 kN m; b) gdy a(0; [/2), wOWCZas, ga = 2qafl, gdy a (1/2; D),
przy czym pominigto Znowu wplyw sit tmacych. Wstawiajac powyzsze wyrazenia do wowczas ga = q = const i z wzoru (g) mamy Xy = My = —191¢/*/1920 = —6,36 kN m; c) belke AB
réwnan (i) mamy po uproszczeniach obciazaja: moment M, i zastepujacy sile 5 kN moment M% = 5 kN m; w stosunku do rys. 10.15¢

L mamy tu M*> 0 i M < 0; z wzoru (h) My = X; = 2,13 kN m > 0, co odpowiada $ciskaniu gor-

2X,+ X,+[Pab(+b)IP1 =0, nych wlékien belki.
X1+2X2+[Pab(l+a)/12] =0, 4. Rozwiazaé belke (rys. 10.13a) przyjmujac za statycznie niewyznaczalng reakcie Rp = X,
(rys. 10.19).
a po ich rozwiazaniu wartosci X i X, Rozwiazanie. Po rozdziale ustroju réwnowaznego na stan 07 1,17 formulujemy warunek
- Pa?b ciggtoéci przemieszczen
Pa a
Xy = ——5— X = = =0 (10.7) 01,4 X1+ x10=0

wyrazajacy brak szpaty miedzy koticem B belki a podpora. Ugigcia &1 iy o obliczone z wzorow (10.3)
T i (10.5) sa

M,

P Pab? Pa’b Pa(l+2b) , ,

EJ,=const E > @ 17 % 15 el 2 1 Pom) g, o Pl (o 2) o )
e _8G A/ ,m‘rmﬁh\\J TR, /B 2 3 E, 3E, \N 2 3)
) 4 2Pa’h? & é“ﬁ al Pb2(1+2a)/ é ]HH !IH skad wartoéé sity X

3 = _ Pa*(31-a)

X 20

Rys. 10.17. Wynik rozwigzania belki z rys. 10.16
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Moment gnacy w przekroju 4 ma wartosc¢

_ _ PaQi*—3al+a®) _ _ Pab(+b)
22 212

M, = —Pa+X,!

identyczna jak podaje wzor (10.6). Niezaleznie wiec od przyjecia ustroju podstawowego (statycznie wy-
znaczalnego) wynik koncowy (wypadkowy wysilek przekroju) jest ten sam,

P | X
7/A 8
a b —
— l
=5
ol i.—-ﬂji« M =g
AR Ic B * C 8 A

i
(0) (1) El | i ! ] | I ]I]"_-QD==_
Mg Mq Nm b

! L :
g N obclgzenia
Rys. 10.19. Drugi wariant rozwiazania belki z rys. 10.13

5. Jak zmieni si¢ tok rozwiazania belki (rys. 10.13), gdy sztywnos$¢ EJ, # const. Obliczy¢ moment
X1, gdy @ = b = I/2, a EJ, na odcinku BC jest potowa EJ, na odcinku AC.

Odp. Réwnanie kanoniczne (a) to samo, a inne ®11 1 oty 0. Stosujac we wzorach (b) i (c) skré6-
cony sposob catlkowania wediug wzoru (9.3) i tabl. 9.1 mamy
_ a@@+hb+b) 4 b3 3/ PP

’ 7 g P 1,0 = ’
312ET, 3I’EJ;  8EJ, 12E7,

%1,1

oraz X, = —2PI/9 = —0,222PI. Warto$¢ ta jest wigksza niz obliczona z (10.6) X, = —0,187P/ dla
belki pryzmatycznej.

6. Jak zmienia si¢ ekstremalne naprezenia w pryzmatycznej belce (rys. 5.10), gdy korice jej utwier-
dzimy ?

Odp. Stosujac superpozycje mamy z wzoréw (10.7)

X1 == (CPabi)/? = —[4-1:3243-2:22+(—6)-3-12)/4* = —2,62 kN m
i podobnie X, = 1,12 kN m. Z wykresu wypadkowego M, wynika, Ze nicbezpieczny jest przekrdj A,

w ktéorym M, = X;. Redukcja (M,)ecer jest wiec 2,62/3,0 = 0,87 i w tym stosunku zmaleja Ocys-

7. Stosujac zasade superpozycji okres§li¢ momenty w przekrojach 4 i B pryzmatycznych belek
(rys. 10.20).

Odp. a. Stosujac spos6b jak na rys. 10.15b, mamy

1]
N _ qoa(l—a)* da __ qo I? go l—a)? a®* da qol?
x- [weldtis . _ar, g feteite  ar
)

(]
b. Stosujac chwyt jak na rys. 10.15¢, otrzymujemy
My = (X)) = (dX,/dd) Aa = — Mg (I*—4al+3a®))I1> = — Mg b (b—2a)/I%,
M = (X2)u = (dX,/da) Aa = —ME Qal—3a?)/1> = — My a(2b—a)ji* .
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8. Do ktdrego etapu rozwiazanie belki o r6znej sztywnosci odcinkéw AC i CB (rys. 10.21) pok-
rywa si¢ z podanym na rys. 10.17. Przeprowadzi¢ obliczenia, gdy EJ, = 2EJ;.

Odp. Rownania kanoniczne (i) te same; zmieniaja si¢ wielkosci « (poréwnaj zadanie 5). X; =
= —10PI[66, X, = —TPI[66.

1 a9

%{A £J,=const B
l
s

b) A4 EJy=const <;-\

[v+]

Vi | 7
a | I/ f
e ——————— — |

Rys. 10.20. Rys. 10.21,

9. Kto$, rozwiazujac zadanie z rys. 10.20a, zastapit obciazenie ciagte sita P = g, //2 w odlegtosci
a = 1/3 i te dane podstawit do wzoréw (10.7). Czy takie postepowanie jest stuszne?
Odp. Jest bledne. Otrzymane tak wyniki X; = —2qo 1?27 i X, = —qo?/27 roznia si¢ znacznie

od prawidtowych.
10. W pryzmatycznej belce (rys. 5.27), w ktorej a = I/8, utwierdzono koniec 4. Czy taka mody-

fikacja zwiekszy, czy zmniejszy ekstremalne naprezenia w belce? -
Odp. Zwigkszy, gdyz moment X; = 21PI/128 = 0,164P/ jest wigkszy od Pa = PI/8 w wersji pier-
wotnej. Tak wiec wprowadzenie statycznej niewyznaczalno$ci nie zawsze oznacza redukcje napreZen ek-

stremalnych.

10.4. Belki ciggle. Rownania trzech momentow

Podany w art. 10.2 sposéb rozwigzania takich belek (rys. 10.9) ma w praktycznym
zastosowaniu duze wady. Obliczone mianowicie z ukladu kanonicznego (10.2) rzeczywiste
wartosci X sa takie, ze odpowiadajacy im wykres momentow gnacych A1'2'3 B ma postaé
bardzo zblizong do wykresu M., tj. AC'D'B, o przeciwnym jednak znaku (rys. 10.22).

r DI -‘\
stan 07 4 MO
Tﬂ/ M I '{Wﬁm
A 911 (LU Tt i
VR A R \
Xk X XJT - | _j’
A 1 3 8 B o
W . I T ' @ = "“‘_@
] ‘ ) wypadkowy wykres
7 3
1 g J My= M50)+(mg)X1 + mSZ)X o+ mf,‘”X 3)
mg)X 1 + m(gz)Xz ar mg‘”Xa

Rys. 10.22. Wynik rozwiazania belki ciaglej z rys. 10.9 I
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W wyniku wypadkowy wykres M, jako réznica bliskich siebie wartoéci jest mato doktadny.,
Druga wada jest to, ze kazde z réwnan (10.2) zawiera wszystkie niewiadome X i przy duzej
ich lczbie rozwiazanie uktadu (10.2) jest bardzo pracochlonne i klopotliwe.

Wszystkie te trudnosci omijamy stosujac inny schemat statyczny, a mianowicie rozci-
najac my$lowo dana belke ciagly (rys. 10.23a) na dwupodporowe przesta. W przecigciach

P
- i '
Xy X P Xiyg Xiwg

AN mARA 25 VA
W@_r z

T l -1 '.'.“o.-:i."i .".'.‘727'7'7[_'_7

ey ’V%» "o
1

stan ,i”

(i+1)
stan ,i+17 {1 i+2

L i1 B A=\ B Dnm

Rys. 10.23. Rozwiazanie belki ciaglej rOwnaniami trzech momentow

tych ujawniaja si¢ oddzialywania sasiadujacych przekrojow pod postacia par momentow
Xy Xigr Xiyoony Xy (zys. 10.23b), wywolujace wraz z obcigzeniem zewngtrznym
ugiecie kazdego z przeset (rys. 10.23c). Na skutek tego schodzace si¢ na podporze i konce
sasiadujacych przeset /; oraz Iy, wykazuja wzglegdny obrét

o= Op;+ 04,41, (a)

gdzie Op, i O, 4+, sa odpowiednio calkowitymi katami ugiecia na prawej podporze
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przesta liilewej przesta lj+,- W rzeczywistej belce ciaglej nie ma takiego obrotu wzglednego,
czyli ze

o =0, ®)

dla kazdej z n—1 podpor posrednich. Zauwazajac, Ze kat o; jest uogdlnionym przemiesz-
czeniem dla pary momentow‘® X; i stosujac rozumowanie, jak w art. 10.2, mozemy
warunek (b) wyrazi¢ w postaci

0y X+ oo o1 Xy—g 0y, X+ 0 509 Xybg + oo 0 p—g Xy +05,0 =0, ©

gdzie o ; jest katem wzglednego obrotu konicdw na podporze i wywolanym grupa mo-
mentéw X; = 1 Nm, a o, , takimz katem wywolanym znanym obciazeniem zewngtrznym.
Rozdzielajac teraz stan rownowazny z rys. 10.23b na poszczegdlne stany (rys. 10.23d i €)
widzimy, ze dzialanie kazdego ze stanow X; = 1 Nm obejmuje tylko dwa sasiadujace
przesta I, 1 I+ Wynika stad, Ze zgodnie z wzorem (10.3) jest

a,;=0, gdy Jj=i-2F lub j<i+2, (d)

D 0
, 1P, t® oraz my”, n¥, ¢ byloby

jednoczeénie rézne od zera i wtedy warto$¢ wyrazenia (10.3) jest réwna zeru. Pozostaje
zatem tylko wspdiczynniki a; ,—j, 04, 0, +1. Zakladajac dla prostoty, ze sztywno$é EJ,
jest we wszystkich przestach jednakowa i stosujac uproszczony sposob catkowania (9.3)
mamy

albowiem nie ma ani jednegofprzqsla, w ktérym m

l I, +1 I
Aii—1 = —6# > Oy, = ’BTFI— y Xyt = GiE-'.-Il s ©
y y ¥y

przy czym pomini¢to wplyw sit tnacych. Z ta sama doktadnoscia wyraz wolny o; o jest

‘wedlug (10.5)

f Mmmﬂ” ds f Mf,O)m;“ ds

i+1

, ®

G0 =

1

gdzie oznaczenia widoczne sa z rysunku, a catkowanie obejmuje tylko przesta 7, i /4.

Calki te sa rowne odpowiednio katom 5, na prawej podporze przesta /; oraz &, ,+; na

lewej podporze przgsta [+, wywolanym obciazeniem w stanie ,,0”’, wobec czego zamiast (f)
mamy

0,0 =g, +34,4+1- (®
Wstawiajac wyniki (d)—(g) do réwnania (c) otrzymujemy tzw. réwnanie trzech momentéw
-Xi—-l li +2Xi(li + ll+1) +Xi+1 li+1 + 6EJ}.('I93J +19A,l+1) = 0 > (10.8)

wiazace ze soba momenty X na trzech kolejnych podporach i wyrazajace ciaglo$é prze-
mieszczen (brak zalomu) na podporze i. Réwnan takich mozemy ulozy¢ tyle, ile jest
podpdr posrednich, a wige tyle, ile jest niewiadomych X. W tym celu po wprowadzeniu
oznaczen jak na rys. 10.23a podstawiamy w (10.8) kolejno i =1, i =2,..., i = n—1,
pIzy czym w réwnaniu pierwszym (i = 1) mamy X,_; = M, = 0, i podobnie w ostatnim
(i = n—1) jest X;4+, = M, = 0. Dodatnie katy #, i #5 maja zwroty jak na rys. 10.23d.

) Patrz zadanie 1 art. 9.4 (rys. 9.34).

18 Wytrzymalo$é materialéw
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Po wyznaczeniu warto$ci X z ukladu (10.8) wypadkowy wykres M, otrzymujemy
superponujac wykresy M > oraz odpowiednio zwigkszone wykresy m,.

W maszynach i urzadzeniach mechanicznych belki ciagle stosuje si¢ stosunkowo
rzadko z powodu trudnosci dokladnego montazu. Istnieja jednak przypadki, jak diugie
waly pedniowe, watki rozrzadcze silnikéw, rurociagi, gdy ich zastosowanie pomimo tych
trudnosci jest celowe, gdyz zmniejsza momenty gnace, a przede wszystkim zmniejsza
znacznie odksztalcenia ustroju (ugiecia). Ten ostatni wplyw moze osiagnaé 757 i wigcej
od wartosci w stanie ,,0”.

Zadania

1. Wyznaczy¢ wykres M, w walku rozrzadezym (rys. 10.24a).
Rozwiazanie. Jedli pomina¢ lokalne zmiany sztywnos$ci odpowiadajace kutakom, to zadanie
sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu (10.8) dla czteroprzestowej belki. Traktujac kazde z przgset jako

belke dwupodporowa wyznaczamy M, @
nia (9.3) obliczamy z wzoru (f) wyrazy wolne:

: 1 2271 1251
tj.i=1, x;0 = L2 055 2 == s
dla podpory I, 4.1 1,0 [E.Iy 2 ] 77,

(rys. 10.24b). Z kolei stosujac uproszczony sposéb catkowa-

—— =
pole M rzednam(

b) _-227Nm
= 1(0) /‘4(0)“0
1 ol |
il"rﬂ_ l 2 3 g
0230 M _0,550
N I| rm-\||| e mg)Nm
) T
c) [
a) 0

V2

&) % B e 105NM —34Nm SNm
ol IIII || i WLﬂL-Tm. 22 S 4
~1co \W‘ ~_173Hm

Rys. 10.24. Przyktad liczbowy rozwigzania belki ciaglej
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o 1 2271 511
dla podpory 2,tj. i =2, %2 ¢ = 2 0,45 = ]
podpory J. 1 2,0 B, 2 EJ,
N’ et/
pole M rzedna m{®

dla podpory 3, §j. i = 3, a3 0 = 0.

Poniewaz dtugosci przesel sa te same, zatem rownania (10.8) upraszczamy dzielac je przez I i w wyniku

dlai=1: 4X,+ X, +6-125 =0,
dla i = 2: X, +4X,+ X5+6- 51 =0,
dla i = 3: X2+4X3+0 =0,

przy czym wyrazy wolne wyrazone sa w N m. Stad obliczamy

X, =—-179 Nm, X,=-34 Nm, X;=9 Nm,
wobec czego ich rzeczywiste zwroty sa jak na rys. 10.24d. Superponujac wykres M;°’ z odpowiednio
powigkszonymi wykresami m ", m{® i m'> (rys. 10.24c) mamy ostatecznie obraz M, (rys. 10.24e),

wykazujacy do$¢ znaczng (~21%) redukcje ekstremalnego momentu w stosunku do M:‘”.

2. Wyznaczy¢ reakcje tozysk I i 2 walka z zadania 1.

Rozwiazanie. Belke rozcinamy na przesta i biorac wyniki z zadania 1 okreslamy obciazenie
przeset (rys. 10.25) oraz niezbedne do ich rownowagi reakcje 4;, B;, na przyklad

2kNﬂ’ 179Nm 179Nm 34Nm 34Nm 9Nm
0 <D (> <))
1A1=340N 1 1A2—1590N A3 86N By=A3
B,=1660N By =41 0N Ry=496N
podpora 7 - podpora 2

Rys. 10.25. Obliczenie reakcji belki ciagtej

.103 . +103- -
210003254179 _ jeeo N 4, - 2010°:0,3254179-34 _ jggq

B, = =
! 0,50 0,50

Calkowita reakcja podpory I jest algebraiczna suma
R, = A;+ By = 1660+1590 = 3,25 kN

"_2*‘8 3 PP}
]

q&rpa

wykres My

Rys. 10.26.

13+
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bedaca lacznym oddzialywaniem obydwéch przesel. Podobnie obliczamy R, =496 N = 0,50 kN,
Widaé, ze w belce ciaglej reakcja najbardziej obcigzonego lozyska I jest wigksza, niz bytaby w stanie
,»07. Jest to pewien minus belek ciagtych.

3. Wyznaczy¢ wykres M, w belce ciaglej (rys. 10.26).

Rozwiazanie. Utwierdzenie przekroju I zastepujemy dodajac na lewo od tego przekroju przgsto
0-1 o I; — 0. Dziatanie sity P zastepujemy w przekroju 3 momentem X5 = —Pa i sila P przenoszacy sig
od razu na podpore. W ten spos6b zadanie sprowadza si¢ do poprzedniego schematu (rys. 10.23) z nie-
wiadomymi momentami X;, X, i znanym momentem X3 = —Pa. Wyrazy wolne & o i %3, 83 tu rowne
zeru, gdyz na przesta nie dziala zadne obciazenie poza momentami na podporach. Uklad réwnad
(10.8) przybiera postaé

2X, (1 + L)+ X, 0, =0,
Xy L+2X,(,+1)—Pal; =0,
a po wstawieniu /; =0, I, = I3 = [ i rozwiazaniu
X, = —Pal/1, X,=2PalT.
Ostateczny wykres M, podaje rysunek.
4. Jak zmienia sie wyniki zadania 1, jesli dwukrotnie zwigkszy¢: a) sity P; b) sztywnos$¢ EJ,; ¢) wy-
miary wzdiuzne?
Odp. a) i ¢) M, wzrosnie dwukrotnie; b) bez zmian.

5. Sformulowaé réwnanie trzech momentow, gdy sztywno$é belki jest ré6zna na poszczegdlnych
przestach (rys. 10.27).

Odp. Kb +2X, (—L— == ey ) + Kiws iy +6 Bp,1+04,041) = 0.
EJ® EJW® Ef;l-r 1) EJU+)
y y v

j@ EJy(i) EJ“,S"'”) H’Pz ﬁPg
/ A\

linn "

i i e

Rys. 10.27,

6. Rurociag ztozony z bardzo wielu jednakowych przeset obciazony jest cigzarem whasnym (rys. 10.28).
Wyznaczyé momenty X na podporach odlegtych od obu koncéw rurociagu.

Rozwiazanie. Z racji duzej liczby przesel warunki pracy na wszystkich podporach dostatecznie
odlegtych od konicéw sa praktycznie jednakowe, czyli X,—; = X, = X,,,. Ponadto wiadomo (patrz
zadanie 3 art. 5.8), ze &, = 95 = ql*/24EJ,. Podstawiajac te dane do (10.8) mamy

6XI-+-6EJ,(2qI*[24EJ,) =0 lub X = —ql?/12.

10.5. Statycznie niewyznaczalne ramy SciSle plaskie

Rozpatrzmy tu ramy tzw. jednoobwodowe, ktérych prety tworza jeden plaski ciag
zamkniety w sobie, badz zamkniety podlozem (rys. 10.29), przy czym gléwna o§ bezwlad-
noéci w kazdym przekroju poprzecznym kazdego preta lezy w plaszczyZnie ramy. Takg
ram ¢ nazywamy Scisle plaskq. Zaktadamy tez, Ze rama jest plasko obciazona, czyli ze sity
zewngtrzne dzialaja w plaszczyZnie ramy.
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———

Rys. 10.29. Typy plaskich ram jednoobwodowych statycznie niewyznaczalnych
a) bezprzegubowa; b) jednoprzegubowa, podloze ABC zamyka obwéd; ¢) dwuprzegubowa.

Jeéli badana rama jest bezprzegubowa (rys. 10.29a), to sprowadzenie j.ej 'do zganego
juz z art. 9.1 ustroju statycznie wyznaczalnego wymaga my$lowego jej rozcigcia .w ;ednym
miejscu a-a’. W nowo powstalych przy tym przekrojach a i a’ ujawniony zostaje ich wy-

~

stan ,,2”

e

stan ,1"

uktad rownowaziny
ramie z rys. 10.29a L

Rys. 10.30. Rozwiazanie bezprzegubowej ramy Scisle plaskiej

sitek ztozony z sit tnacych X, sit wzdluznych X, i momentéw gnacych X (ry.fs. 10.30):
Te skladowe wysilku przekrojow a i a’ sa na zasadzie dzialania i przeciwdzialania parz'a.nzl
przeciwne, wobec czego nie mozna ich wyznaczy¢ z réwnafi réwnowagi ramy jako caloécl."’
Tak wiec zadanie jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalne. Jego rozwigzanie jest powto-
tzeniem rozwazah z art. 10.2. Po rozdzieleniu ustroju réwnowaZznego na stany 5075 ,31 Py
»27 i ,,3”, jak pokazuje rysunek, formulujemy réwnania kanoniczne (10.2), Wyra.za_]qce
ciagloéé przesunigé w miejscu mySlowego rozciecia a-a’. Tak na przyktad réwnanie
a1 X140y, X403 X3+0,0= 0 (a)

(1) 7 r6wnah tych wyznaczamy natomiast reakcje Ry, Rpi Hy
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oznacza brak wzglednego przesuni¢cia w kierunku dzialania sit X,. Podobnie pozostate
réwnania
0‘2,1X1+°‘2,2X2+°52,3X3+“2,0=0,} (b
3,1 Xy+o3, Xs+03,3X3+030=0 )
wyrazaja odpowiednio brak wzglednego przesunigcia w kierunku sit X, i wzglednego
obrotu. Wspdlezynniki «;,; sa nadal okreslone wzorami (10.3)--(10.5), z tym Ze odpo-
wiednie skladniki dotycza teraz pretéw ramy. Po rozwiazaniu réwnan kanonicznych (a) i (b)
obl¥czamy wypadkowy wysilek w przekrojach pretow stosujac zasade superpozycji, otrzy-
mujac

3 3 3
M, = M®4 Z mX,, N=NO4 Zn(i)Xi’ T = T© 4 Zthi , ©
1 1 1

gdzie oznaczenia sa jak we wzorach (10.3) i (10.5).
I.’owyzszy obidr ustroju réwnowaznego nie jest jedyny. Jesli mianowicie zamiast
rozcigeia g-a’ wprowadzimy w tejze ramie trzy mys§lowe przeguby C, D i E (rys. 10.31),

A fEN B
&

uktad réwnowazny
ramie z rys. 10.29a

Rys. 10.31. Drugi wariant rozwigzania bezprzegubowej ramy plaskiej

to otrzymujemy znany juz z art. 9.1 ustrdj statycznie wyznaczalny z nie znanymi na razie
grupami momentéw X przedstawiajacych oddzialywania pretéw schodzacych sie w danym
przegubie. Wartosci X, X, i X5 obliczamy z tego samego co powyzej uktadu réwnan (a)
i(b), majacych jednak inny sens fizyczny. Tak na przykiad «, , jest teraz katem wzglednego
obrotu (zalomem) pretéw w myslowym przegubie C i w stanie ,,0”. Podobnie o , X,
04,2 X, 001,53 X5 sa takimiz katami odpowiadajacymi wielokrotnosciom stanéw ,,17°,
»2" 1 ,3”. W wyniku superpozycji réwnanie (a) wyraza teraz brak wzglednego obrotu
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(zalomu) w myslowym przegubie C. Podobny sens w odniesieniu do mys$lowych przegu-
béw D i E maja réwnania (b).

Jak wykazuja przeliczenia, ten drugi sposéb obioru uktadu réwnowaznego jest na 0got
bardziej racjonalny niz pierwszy, gdyz korekta sktadnikow MY, N© i T stanu ,,0”
we wzorze (¢) przez czlony m;" X;, ... jest z reguly mniejsza przy sposobie drugim niz
przy pierwszym. Ponadto sposéb II ma te zalete, ze wszystkie o, ; oraz o, o 52 Wymiarowo
odpowiednio jednorodne. Z drugiej strony sposob I jest pojeciowo prostszy 1 prostsze jest
na ogdt obliczenie wyrazéw a. Z tych powodéw stosowanie sposobu /I zaleca sie dopiero
po nabyciu pewnej wprawy w rozwiazywaniu takich zadan.

Podobnie rozwigzujemy ramy jedno- i dwuprzegubowe (rys. 10.29). Jesli stosujemy
przy tym drugi sposéb obioru ukladu réwnowaznego, to liczba mys$lowych przegubdw,
a wiec i grup momentéw X jest odpowiednio mniejsza. I tak dla ramy jednoprzegubowej
(rys. 10.29b) wprowadzamy przeguby 4 i D (rys. 10.32a), a nie znane X, 1 X, okreslamy
Z réwnan

O‘1.1X1’*‘0‘1.2)(2"'0‘1,0=0,} (@)

0y,1 Xq+0 Xo+o,,0= 0,

ﬂp 3\ 3 X
&
MEN T4

(]

2
i X
i

b) Z. przegub

,T,, R s ;\“ pr‘zegub

Rys. 10.32. Obiér ukladu réwnowaznego dla ram jedno- i dwuprzegubowych

warunkujacych brak zatomu w tych myslowych przegubach. Jest przy tym 1zecza jasna,
7e odpada tu trzecie réwnanie dla rzeczywiscie istnicjacego przegubu B, w ktérym taki
wzgledny obrét preta jest dozwolony.
Podobnie dla ramy dwuprzegubowej (rys. 10.29¢c) zalezno$¢
o1 X1+2,0=0

warunkuje brak zalomu w jednym myslowym przegubie C (rys. 10.32b), podczas gdy
w istniejacych przegubach zatomy takie sa dozwolone.

Bardzo czesto ramy plaskie maja jedna lub wigcej osi symetrii. W takich przypadkach
rozwiazanie upraszcza si¢ przez wykorzystanie zasady jednoznacznosci omdwionej
w art. 10.2.

Zadania

1. Obliczy¢ przebieg wysitku przekrojéw w ramie (rys. 10.33). Dane: L = 3m,/=2m,a=1m,
H=15m,J, =J,P =10 kN.
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Rozwiazanie. Poniewaz rama ma dwa przeguby, jest ona jednokrotnie statycznie niewyzna-
czalna. Jako niewiadoma X; bierzemy pozioma sktadowa reakcji podpory D. Réwnanie kanoniczne

0‘1,1X1+0‘1,o =0
oznacza brak poziomego przesuni¢cia punktu D wzgledem podtoza. Po rozdzieleniu obciazenia ustro-

ju rébwnowaznego na stan ,,0” i ,,I”, okreSleniu Mg‘o) i m:” wyznaczamy o; 1 i ¢1,0

()
( M
ustrgj pierwotny

B ﬂp/fg &P c
[ 25

ustrdj rownowazny

]
af % | #N\,
e i
L =

L

Rys. 10.33. Rozwiazanie ramy jednokrotnie statycznie niewyznaczalnej

mVY}2 d ' HI-H
0y,1 =fLﬂ ] S -2 HH 21{ _]_ — (ﬂ) !
£J, 2 3r5, EJ \N/’
prety AB{ CD pret BC

M(o)m(l) dS ’ M, _ e
%10 =f g g -2 PbH' 2H + | Paas P (b-+¢) (I—a) H
EJ, 2 3EJ’ . EJ” 3

¥

prety ABi €D prot BC|

przy czym wykorzystano regut¢ (9.3) uproszczonego calkowania i wprowadzono oznaczenia b, ¢, H’
widoczne z rysunku. Rozwigzanie rownania kanonicznego daje

_ _ Pl [@QLI)—1—(a/)?1+BbH’/31) U, IT,)
Xl B —H 11, 2 (N) ‘
4 1+Q@HY3D W, 1)
Poniewaz X; <0, rzeczywiste zwroty sit X; sa przeciwne niz na rysunku. Zgadza si¢ to z fizycznym
odczuciem, gdyz w stanie ,,0” sily P zwigkszaja dtugo§é 4D, wobec czego podpora D musi wywrzeé

2,55kNm =794kN ~497 kN

AN, oL T
- |

A Mg D A N b

Rys. 10.34. Wynik rozwigzania ramy z rys. 10.33
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pacisk w kierunku od D do 4. Z danych liczbowych okreflamy X; = —0,497P = 4,97 kN, a naste-
pnie superponujemy wykresy stanéw ,,0” i ,,I”” (rys. 10.34). Tak na przyklad momenty gnace w naro-
zu B i punkcie E sa

(M,)s = Pb+X,H = 10 kN-0,5 m—4,97 kN'1,5 m = —2,45 kNm,

(M)e = Pc+X,H =10 kN-1m —4,97 kN-1,5 m = 2,55 kNm.

Gdyby podpora D byla przesuwna (ustrdj statycznie wyznaczalny), wéwczas w tych miejscach mo-
menty gnace bylyby 5§ kN m i 10 kN m. Widaé wiec duza korzys¢, jaka daje tu statyczna niewyznaczal-
no$é.

2. Dla ramy (rys. 10.33) zbadaé przypadek, gdy sily P dzialaja w narozach Bi C. Jaki sens fizycz-
ny ma wynik?

Odp. a=1, X, = —Pb/H niezaleznie od wartosci (J, /J,). Wypadkowy M, = 0. Rama dzata
tu jak kratownica.

3. Okreéli¢ momenty gnace w narozu B i przekroju C ramy (rys. 10.35). Wyznaczyé przebieg
wypadkowego M,.

ustrdgj statycznie

niewyznaczalny i
S
" J%/ﬁ_{/. B
JT c c
Y Ex]
m l P lo |
—— —
EJy ) 2
oty e
: . L —_’-| o
? X, X3=INm

Rys. 10.35. Przyklad rozwiazania ramy jednoprzegubowej

Rozwiazanie. Po wprowadzeniu myslowych przegubéw B i C mamy ustr6j rownowazny jak na
rys. 10.32a z niewiadomymi grupami momentéw X; i X, okre§lonych uktadem réwnan (d). Dla obli-
czenia wspélczynnikéw « rysujemy wykresy M:o),. m:” i m;”, jak podaje rysunek. Wida¢, ze w stanie
»0° 1 ,,I” na zginanie pracuje tylko prgt BC jak belka na dwéch podporach obciazona badz sila P,
badZz momentem X; = 1 Nm. W stanie ,,2” na zginanie pracuja obydwa prety AB i BC. Stosujac
regule calkowania (9.3) mamy:

I (rad) 1 (rad) e e | (rad)
> &X1,2 = — s 02,2 = ’
3EJ, \Nm 6EJ, \Nm 2EJ, \Nm

a wyrazy wolne &, o i ®; o pPrzy wykorzystaniu tabl, 9.1

&1,1 =

o  PAU=0Q=0) (o, Pal—a)(+Q) g

: 61 EJ, ) 6l EJ,
Po podstawieniu tych danych do réwnafi (d) otrzymujemy

Pa (l—a) (5i—4a) 3Pa*(l—a)
X, =" "= T (Nm), X;=-—"7-X "2 m).
! 512 e e s
Poniewaz X, > 01X, > 0, zatem ich zwroty sa jak na rysunku, przy czym X, jest momentem gnacym
w przekroju C, a X, w narozu B. Wypadkowy wykres M, otrzymamy superponujac wykres M,(°’ izwie-
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kszone odpowiednio X; i X, razy wykresy mf,”
przekréj B, C lub D.

4. Wykorzystujac wyniki zadania 3 obliczyé X; i X,, gdy obciaZenie ramy (rys. 10.35) stanowia
dwie sity P w odlegtodciach a, = /{3 i a, = 2I/3.

Odp. Stosujac superpozycje mamy X; = 4PI/15, X, = 2PI[15.

5. Wyznaczyé przebieg wysitku przekroju w pier§cieniu (rys. 10.36) o malej krzywiznie i statej
sztywnosci.

s mzz). Zaleznie od warto$ci a niebezpieczny moze by¢

ustrgj pierwotny

ustrgj rownowazny

A Xi %
o

N 'r\:;

j X,=IC stan 1"

Rys. 10.36. Przyklad rozwigzania ramy bezprzegubowej

Rozwiazanie. Po my§lowym rozcigciu utwierdzenia w punkcie C i wprowadzeniu niewiadomych
X, X, iX; zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu réwnan kanonicznych (a) i (b). Przyjmujac
kat f (—=n/2; w) jako zmienna niezalezna, okre§lamy moment gnacy w stanie ,,0”,

M®=0, gy —@2)<B<O, M® =Prsinf, gy O<f<m,
oraz w catym zakresie § (—x/2; =) dla stanéw ,,1, ,,2”, 1,3
m;” = —r(1+sinf) Wm/N), m;” = —rcosf (Nm/N), m;:” =1 (Nm/Nm),
przy czym dodatni moment odpowiada $ciskaniu wiokien zewnetrznych. Wspolczynniki « obliczamy

z wzoréw (10.3) i (10.4), gdyz pierScien jest stabo zakrzywiony.

- [m{P)? ds _ f r’(1+sin f)> rdf _ (& +2) r3 (E)
’ EJ, EJ, 4 EJ, ’

—rnf2

™ T
r2cos?frdp Inr® (m ) 12 rdp 3nr ( rad )
o = = =—l5 = S s
= f EJ, 4E5, \N)7 ° f EJ,  2EJ, \Nm

—nf2

rd (3rn+2)r2

-y o = . _—— -
287, 1,3 3,1 2EJ,

—n/2

> G2,3 = 3,2 = —

&Ky, =03 1 =

8
‘el"’
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Przy obliczeniu &, o + &30 z wzoru (10.5) uwzgledniamy, ze w przedziale § (0;—7/2) jest M * = 0,

. wobec czego

M©mds  F prsinf[—r(+sinflrdf _ _ (4+m)Prd
%10 =f EJ, _Of EJ, - T E,
i podobnie &2,0 = 0, x3,0 = 2Pr?/EJ,. W rezultacie réwnania kanoniczne po skréceniu przez (r?/EJ) sa
[Or+8)/4]1 Xir+ (1/2) Xor—[(37+2)/2]1 X3 —[(4-+m)/2] Pr =0,
(1/2) Xyr+@Br/4) Xar— X+ . 0 =0,
—[(Br+2)/21 X r— Xaor+ (Br/2) X5+ 2Pr =0,
skad po rozwiazaniu mamy
X, ~0,528P, X, ~ —0,023P, X, ~0,210Pr.
Wypadkowe momenty gnace otrzymujemy z wzoru (c)
M, = M:°)+m;"X1+m:2’X2+m:‘”X3 ,

w ktérym wstawiamy znalezione X, oraz dane z rys. 10.36
M, ~ (—0,318—0,528 sin #4-0,023 cos f) Pr, gdy f(—=/2;0),
M, ~ (—0,3184-0,472 sin §1+0,023 cos f) Pr, gdy pB©O;n).
Podobnie obliczamy sile wzdluinag N i tnaca T
N=—-X,sinff—X,cos f = (—0,528 sin $+0,023 cos ) P, gdy f(—=r/2;0),
N = —X,sin f—X, cos f+Psinf = (0,472sin §+0,023cos )P, gdy p@O;m),
T = —X, cos f+X, sin = (—0,528 cos §—0,023sin f) P, gdy [(—=n/2;0),
T = —X;cos f+X,sinf+Pcosf = (0,472cos f—0,023sin )P, gdy B@O;n).
Obliczone stad wykresy M,, N i T podaje rys. 10.37.

6. Sprawdzi¢, czy pomini¢te w zadaniu 5 miana oraz fizyczny sens wielkosci &y 3, ..., ®3 2 Oraz
o0 sa prawidlowe.

Rys. 10.37. Wynik rozwiazania ramy z rys. 10.36
Dane liczbowe okreslone s3 dla kata § = —90°, —60°, ..., 180°,

Odp. &1,0 (M), &0 (M), &3,0 (fad) oznaczaja odpowiednio przesunigcie poziome i pionowe oraz *

obrét przekroju C wzgledem podioza. Wielkosei &, » (m/N) = «»,; (m/N) — przesuni¢cia w metrach
na niuton odpowiedniego obciazenia. Wielkosci &;,3 (m/Nm) i &, 3 (m/N m) — przesunigcia pozio-
me i pionowe przekroju C wywolane przez X; = 1 N m. Wreszcie «3; (1/N) i s (1/N) — katy ob-
rotu przekroju C wywolane przez X; = 1 N lub X, = 1 N. Pozorna zgodnosé mian x1,3 i as,1 oraz




284 10. Statycznie niewyznaczalne ustroje pr¢towe

&2,3 1 &3 » nie oznacza ich tozsamosci fizycznej, podobnie jak ze zgodnosci mian momentu sity (N m)
i pracy (N m) nie wynika fizyczna tozsamo$¢ tych wielkosci.

7. Znalezé wykres momentu gnacego w symetrycznej ramie symetrycznie obciazonej (rys. 10.38),
Przyja¢ J, = 2J,/, h = Jj2.

qal?

il

0)
"

I,

BHHH}UHC_ q b
I T ? 7q2
"~y ‘ ! L E’.l: o, % "
| \ R 4 5qi°
A | Iy, Dl 8 3 1+h. Ro r(.‘ % g c
o, " CEIE g :
' ! S
0 mg) stan 1" i ql2
X=1N 1 X%=IN 95
8 }l+}‘ }‘{‘4 C A 1*% D ,.q/\'lllllllllﬂl'l'I'Illlllll'illgﬂ
1o ] . i e
ustrdj ’Tw"awaz"y B[N S (osigtech,
— 1 =
Xy 1L oX 11 ' ]
A L—é'fb 1] E ng) ] stan "2" E
A XZ UXZ E iE .E
Rsal/2  Ro=al/? H I
AR AT
Xo=INm X =1Nm

Rys. 10.38. Rozwigzanie symetrycznej ramy symetrycznie obciazonej

Rozwiazanie. Z zasady jednoznacznosci (art. 10.2) wynika, Zze w myS§lowym przecigciu E na osi
symetrii istnieje tylko sila wzdluzna X, i moment gnacy X,, okreslone z réwnan
01,1 X1+a 2 Xo+a10=0,
62,1 X 1+0, 2, X+ 020 =0.

(1)

Z uwagi na symetri¢ wykresow M,(o), m, (2) obliczamy wielkosci « tylko dla potéwki ustroju. W wy-

niku mamy
2 e
wp = BB2h 1 B 1 ZL%(HZ_UH (_Hl)
2 3 E5;, 2 Ei 2FJ, 3t J, N
aa= by LMy Lo —"—’,,(1+ %JL) (—Ni)
EJ, EJ, 2EJ, 7, m
i podobnie
l ( h J") qi®h qP
Kz =—— 1+ — —‘Y,— s %1,0 = — =50 %2,0 = ”
EJ, L, 24EJ, 24EJ,
Rozwiazanie réwnan kanonicznych daje
e ol Lo B R
126 14+2° 12 A+ a+30)°
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/

2J," i k=12 mamy: X; =
= ql?/16h, X, = ql?/96. Superponujac teraz wykresy M;o) i mf]”X 1 oraz m; ’X, widzimy, Ze niebezpieczny
jest przekrdj w Srodku preta BC, gdzie (M)egsir = 7q12/96. Wartosé ta stanowi 7/12 = 0,58 ekstremal-
nej wartosci M;o) w ramie statycznie wyznaczalnej.

8. Pomijajac wplyw sit N i T na odksztalcenia okresli¢ przebieg M, w ramie obciazonej pozioma
sita P (rys. 10.39).

gdzie ¢ = (h/30) (J;'/J;) — bezwymiarowy parametr. Dla wartosci J; =

P B (A -28 8 54 .
== T f - o || LS ! £.2
~J e l Iy obcigzenie ohcigzenie
el 2 — symetryczne + antysymetryczne >
- i |
Ha=P| 4 I P ,» DA L E ol 7
|E Hy_ P IE Hi P P m As
73 A2 A_2 Z wPh PAL DY Ph
W=t m=B7 2772 2 52 e SRR |

Rys. 10.39. Podzial obciazenia symetrycznej ramy

Rozwiazanie. Aby uproscié¢ tok obliczefi, rozkladamy naprz6d obciazenie na cze$é symetryczna
i antysymetryczna. Obciazenie symetryczne przy pominieciu odksztalcen od sit wzdluznych wywoluje
tylko rozciaganic preta AD sita N = Pj2 i takiez $ciskanie preta BC. Przy antysymetrii obciazenia
w przekroju E istnieja wedlug zasady jednoznacznosci tylko sity tnace Xy. Ich warto$ci wyznaczamy
z rOéwnania
01,1 X3+010=0,

w ktérym obliczone z wykresow (rys. 10.40) wielkoSci

3 2 s
*1,1 = - 7 (1+++ & J,), *1,0 = — i ,,(1+ﬂ‘_’%')'
24EJ, o, L 24EJ, L

Ostatecznie, przy ozmaczeniu ¢, = (#/l) (J,'/7)), mamy

x. _ Pk 14+3¢,
1= 1, 2. o
I 1466+ 10

Biorac, jak w zadaniu 7, J,” = 2J, i h/l = 0,5 otrzymujemy X, = 4Ph/9], a przebieg M, jak na rys. 10.40.

2 | N 02 B [ an il
5 ! i ! S o
f = YT = |
stan ,0" H;!JJ - stan,1” s = wynik ostateczny
| = =
- A -'1E 04 A -]TT‘I'!‘-—-._I!} D |
P ¢ QA H it EAY 8
7 V¢ <l ) X=1N #X1=1N 1 Pl

Rys. 10.40. Rozwiazanie ramy z rys. 10.39 obciazonej antysymetrycznie

Podane rozwiazanie ilustruje dobitnie uproszczenie, jakie daje zastosowanie zasady jednoznacznosci.
Zamiast bowiem ukladu trzech réwnan kanonicznych, odpowiadajacych przecieciu ramy w dowolnym
miejscu, np. w narozu C, mamy tu tylko jedno réwnanie, gdyz pozostate niewiadome (sita wzdtuzna
i moment przekroju E) sa rowne zeru.
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9. Wyznaczy¢ przebieg M, w pierscieniu o malej krzywiZnie i stalej sztywnosci (rys. 10.41). Zba.

da¢ przypadek fo = 0.
Rozwiazanie. Fakt, Ze i ustroj, i obcigzenie maja podwdjna symetrig (osie AC i BD), wykorzy-
stamy prowadzac podwdjne przecigcie wzdtuz jednej z osi, np. BD. Z racji symetrii pionowej w prze.

stan, 0”

Rys. 10.41. Rozwigzanie ramy z podwdjna symetria obciaZenia
krojach Bi D istnieja tylko sity wzdluzne i momenty gnace (zasada jednoznacznosci). Z racji symetrii po-
ziomej s3 one odpowiednio rowne. Z warunku réwnowagi rzutow na o§ A0 dla lewej potéwki pierscie-
nia mamy N = 0. Nieznany moment M = X; okre§lamy z réwnania

01,1 X1+ 01,0=0.
Wielkosci o« obliczamy jak dla pretéw prostych (mata krzywizna), pomijajac przy tym wplyw sit
wzdtuznych i tnacych. Poniewaz m" =1 Nm/Nm =const, a M," = 0dla f (0, fo) oraz M,” =
= Pr (sin f#—sin Bo)/2 dla B (Bo; ™/2), zatem

il AR T
01,1 = f EJ,
1]

[

S [1—(% = ﬁo) sin ﬁo] (Nm).

a1
_, [ prGingsingo) (=1rdf
00 = f 2EJ, =
fo
i w rezultacie

™

Gdy fo = 0, woéwczas pierSciefi obciazaja sily P przylozone w punktach B i D, a wtedy X, = Prin =

Rys. 1042, Wykresy M, dia piericienia z rys. 10.41

Rys. 10.43. Do zadania 10
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T

10. Rozwiazaé¢ zadanie 9 przy obcigzeniu jak na rys. 10.43.

Odp. W przekrojach B i D dzialaja tylko sily tnace X, symetryczne wzglgdem AC. Warto$¢ X, =
= (P/2) [1—(2Bo/r)—(sin 2Bo/m)].

11. Stosujac zasade¢ jednoznacznosci, orzec, jakie skladowe wysilku istnieja w przekroju O ustroju
punktowo symetrycznego przy obciazeniu punktowo symetrycznym (rys. 10.44a).

Rozwiazanie. Po my§lowym rozcieciu z ujawnieniem wszystkich mozliwych sktadowych wysitku,
tj. X1, X2, X3, obroémy czes¢ OCD do nakrycia sig z OBA. Otrzymujemy te same czedei, tak samo ob-
cigzone,a wigc dla kazdej czgéci wysilek przekroju O musi by¢ ten sam. Warunek ten spelniaja X, i X,
i tylko one moga istnieé. Zadanie jest wigc dwukrotnie statycznie niewyznaczalne.

b Ap

Rys. 10.44. Analiza ustroju punktowosymetrycznego

12. Powtorzyé zadanie 11 przy punktowo antysymetrycznym obciazeniu ustroju (rys. 10.44b).

Odp. Tylko Xs # 0 i ustrdj jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

13. Podaé najprostszy sposéb rozwigzania ustroju (rys. 10.45) o wielokrotnej symetrii budowy
i obcigzenia.

Rozwiazanie. Rozdzielmy ustrdj na powtarzajace si¢ jednakowe czgsci AB, BC, ... Kazda z nich
jest symetryczna i symetrycznie obciazona, wobec czego w réwnoprawnych przekrojach 4, B, C, ...
istnieja tylko sita wzdtuzna N i moment M. Z réwnowagi jednego z takich elementéw, np. AB, wynika,
2e N = P/2 sin B, i jedyna niewiadoma jest moment M = X ;. Jego warto$¢ okreSlamy z réwnania ka-
nonicznego

0‘1,1X1+0‘1,0 =0,

w ktorym oy =280 r/EJ,, &40 =—Pr*(Bo— sin Bo)/EJ, sin fo, i w rezultacie
s i L G
2 | sin B, Bo

14. Bez uzycia réwnan kanonicznych rozwiaza¢ rame (rys. 10.46).

Rys. 10.46. Dwukrotna symetria ustroju
i antysymetria obcigzenia

Rys. 10.45. Wielokrotna symetria ustroju i obciazenia
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Rozwiazanie. Kazda z sit H dzielimy na poldéwki, mi¢dzy ktoérymi prowadzimy myslowe prze-
cigcie AOB, otrzymujac dwie identyczne czgsci ACB i ADB przeciwnie obcigzone. Z racji symetrij
ustroju i antysymetrii obciazenia w przekrojach A4 i B sa tylko sity X i X, nie ma za$ sit réwnolegtych
do COD i momentéow gnacych. Po obrocie (w plaszczyznie rysunku) czesci ADB do nakrycia si¢ z ACB
mamy identycznos$¢ obciazenia, skad X; = X, a z warunku rownowagi kazdej z cze§ci X, = X, = P/2,

15. Sformulowaé wzory dla wspélczynnikéw o, ; i wyrazbébw &, o réwnari kanonicznych, gdy pre-
ty ustroju sa silnie zakrzywione.

Rozwigzanie. Wykorzystujac wzér (9.10) i rys. 9.32 mamy

mPmP d WOpth 4 D) e d [OMD) My
5 (Ol s+f(mg +mPnV) e s+fnn ds_l_wftt ds’ (10.9)
) EJ, EJ, EA GA
MO®Om® ds MOy 4 NO e ds ) (D (0) (1)
Ot,-.o=f s o +f(g 2 +fN”ds+wa‘ds, (10.10)
EJ, EJ, EA GA
gdzie m;'), o005 m;”, . M;o), ... sktadowe wysitku przekroju odpowiednio w stanie ,,2”, gdy X; =1,

wstanie,,j”, gdy X, = 1, i wstanie ,,0”. Ponadto ds — dlugos¢ elementu osipreta, ae =~ J,/Ar — odleglosé
migdzy warstwa obojetna a osig preta (wzédr 6.22).

10.6. Ramy przestrzenne i plaskie
obciazZone przestrzennie

Rozwazmy jednoobwodowa przestrzenna rame obciazona bedacym w réwnowadze
ukladem sit P, H, Q (rys. 10.47). Rama taka jest na ogdt ustrojem szesciokrotnie statycznie
niewyznaczalnym, gdyz sprowadzenie jej do znanego juz z art. 9.2 ustroju statycznie wy-

wysitek przekroju ¢

Rys. 10.47. Analiza przestrzennej ramy jednoobwodowej

znaczalnego wymaga my$lowego przeciecia jej na przyklad w przekroju C. Ujawnione
przy tym skladowe wysitku w postaci sit wzdluznych X,, momentéw gnacych X, i X,
momentéw skrecajacych X, i sit tnacych X5 1 X nie moga byé okre§lone z warunkdw
réwnowagi ramy jako calodci, gdyz sa ome parami przeciwne. Wielkosci te wyznaczamy
z ukltadu sze$ciu réwnan kanonicznych

- 10.6. Ramy przestrzenne i plaskie obciazone przestrzennie 289

—

ayy Xotoy , Xo+oy 3 Xa+oy e Xatoy s Xs+a,6Xe+0,0=0,
Op,1 Xy +oy,Xo+053X, +oy0 Xg+os s Xstoy 6 Xet+dr0= 0,
s, XiFas X+ 3 Xs+as 0 Xg+035 Xs+o3,6Xetas0=0,
®a,1 X, +og Xo+oy, 3 X, +°‘4,4X4+°‘4.5 Xsto,6 Xe+og,0= 0,
ts, 1 X1 +as 2 Xot+os s Xst+os e Xq+0s,s Xs+aseXetaso=0,
g1 X1+06,2Xot063Xs+0esXatts s Xs+os6Xe+060=0,

(a)

wyrazajacych, jak zawsze, ciaglo§¢ przemieszczeri w mySlowym przekroju C. Aby nastgpnie
wyznaczyé wspdlezynniki ¢, ; i wyrazy wolne o o, rozdzielamy stan réwnowazny na stany
07, .17, ..., ,,6” (rys. 10.48) i okreSlamy w kazdym z nich przebieg wysitku przekrojow.

Rys. 10.48. Stany sktadowe przy rozwiazaniu ramy przestrzennej

Pamigtajac, Ze a; ; jest uogdlnionym przesunigciem dla sity X, spelniajacej rolg ,,.cZujnika’’,
a wywolanym przez X; = 1 mamy z wzoru (9.8)
f m® me m® m¢ s m® m? . OO > (D 4 A Eytg’i) t;j))d
“.s EJ, < EJ, c EA GA GA :
(10.11)

gdzie oznaczenia m(y‘), ... sa widoczne z rys. 10.48, a inne sg jak we wzorze (9.8). Podobnie
okre§lamy

+ + +

M(O) m(i) M(O) m(i) M(O) m(i) N(O) n(“
L y y z z s s
o = f ( BTN - ALY c 7

LT 6 e T ti"’) i (10.12)

GA GA

jako uogdlnione przesunigcie dla sity X, wywolane obciaZzeniem w stanie ,,0”. Wszystkie
przy tym uwagi podane w art. 9.4 znajduja i tu zastosowanie. W szczegélnosci nalezy do

* nich mozno$¢ pominigcia we wzorach (10.11) i (10.12) trzech ostatnich sktadnikéw repre-

zentujacych wplyw sit wzdtuznych i tnacych® oraz moznoéé stosowania wzoréw (10.11)
i (10.12) do pretow stabo zakrzywionych.

1) O ile oczywiscie momenty gnace i skrecajace nie sa tozsamosciowo réwne zeru. Przypomina si¢
tez, ze zwiazane z danym przekrojem preta osie y i z sa giéwne centralne.

19 Wytrzymato§é materialow
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Po rozwiazaniu ukladu réwnan (a) wypadkowy wysilek przekroju obliczamy super-
ponujac jego sktadowe w stanie ,,0” i z odpowiednimi wielokrotnosciami sktadowymi
w stanach ,,I”, ..., ,,6”, tj.

6 6 6
M, =MP+> mPx, M=M+ Do Ky T,=TO+ DX, (®)
1 1 2

Powyzsze ogdlne rozwiazanie upraszcza si¢, gdy badana rama (rys. 10.47) jest syme-
tryczna, na przykiad wzgledem plaszczyzny y* z*, Gdy przekrdj Clezy tez wtej plaszczyZnie,
wowczas grupa symetrycznych sktadowych wysitku, czyli X,, X, i X3, staje si¢ niezalezna
od grupy antysymetrycznej X,, Xs, X¢, albowiem odpowiednie wspdtczynniki ukladu (a)
wyrazajace sprzg¢zenie miedzy tymi grupami sa réwne zeru. Dla przykladu zbadajmy wspét-

czynnik «, ¢. Jest rzecza oczywista, ze w stanie ,,1” (rys. 10.48) wielkosci mSY, mi¥ i n®

maja przebieg symetryczny, a t{V, 1", m'? antysymetryczny, natomiast w stanie ,,6”
sytuacja jest odwrotna. W rezultacie kazdy elementarny skladnik wzoru (10.11), np.
mSP m® ds/EJ,, kasuje sie z identycznym skfadnikiem' dla symetrycznie potozonego
elementu i cala suma (catka) staje si¢ réwna zeru, czyli «; ¢ = 0. W wyniku wigc mamy

zamiast ukladu (a) dwa uklady réwnan

Oy, 1 Xa+oy o X+ 3 X3+01,0=0, g4 Xq+0ysXs+as6Xe+0,0=0,
O, X1+0, 2 Xp+0,3X3+0,0=0, a5,Xs+0s55Xs5+056Xe+050=0, ©
O3, X1+0a3,, Xo+03,3X3+030=0, a64Xs+065Xs—066Xe+050=0,

ktére rozwigzujemy niezaleznie. JeSli ponadto obciaZenie jest symetryczne, to podobnie
udowadniamy, Ze wyrazy o4, o, #s,0 1 0,0 S8 TOWne zeru, skad wynika, Ze antysymetryczne
skladowe X,, X5 i X sa tez réwne zeru. Podobna wlasciwo$é wykazuje obciazenie anty-
symetryczne, dla ktérego skladowe X, X, i X5 sa zerami. Rozkladajac zatem ogdlne
obciaZenie ustroju symetrycznego na czgs¢ symetryczna i antysymetryczng, jak na rys. 10.10,
mozemy kazda z nich analizowaé oddzielnie.

Podobne, lecz nieidentyczne, uproszczenie rtozwigzania mamy, gdy ptzestrzennie
obciazona rama jest Scisle plaska (rys. 10.49). Zauwazmy bowiem, ze dla grupy niewia-
domych X,, X, i X, istnieja tylko skladowe wysitku dzialajace w plaszczyznie ramy,

Rys. 10.49. Rozdzial obciazenia i wielkosci statycznie niewyznaczalnych w ramie Sci§le plaskiej:
a) uklad przestrzenny, b) uktad ptaski
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a pozostale s3 réwne zeru.” Odwrotna sytuacja istnieje przy dzialaniu grupy Xs, X, i X5,
skad wynika, Ze sprzgzenie tych grup jest zerowe, a uklad (a) rozpada si¢ na dwa:
3,3 X3+034Xs+03,5Xs+030=0,
Oa,3 Xa+0g o XgtossXs+0os0=0, @
as,3 Xz+os 4 Xatos s Xs+os0=0,

i analogiczny dla grupy niewiadomych X,, X,, X,. Ten drugi uktad, znany juz z art. 10.5,
odpowiada obcigzeniu dziatajacemu w plaszczyZnie ramy, tj. sitom H (rys. 10.49b), na-
tomiast pierwszej grupie odpowiada obcigzenie prostopadle do plaszczyzny ramy (rys.
10.49a). Innymi stowy rozwigzanie ogélne ramy $cisle plaskiej jest zawsze superpozycja
dwéch rozwiazan prostszych: przestrzennego i plaskiego.

Gdy przestrzennie obciazona rama $cifle plaska ma o symetrii (EF na rys. 10.50),
a myS$lowe przecigcie F lezy na tej osi, wowczas uktad (d) rozpada si¢ z kolei na dwa.

195:9;
8

Rys. 10.50. Rozdziat obciazenia i wielko$ci statycznie niewyznaczalnych w symetrycznej ramie $cisle
plaskiej

W pierwszym z nich dla obciaZzenia symetrycznego istnieje tylko jedna niewiadoma X;
okreslona zalezno$cia

03,3X3+03,0=0, (e)

podczas gdy w drugim dla obciazenia antysymetrycznego w przekroju F wystgpuja po-
zostale niewiadome X, i Xs. W tym drugim przypadku trzecia niewiadoma, poza X, i X5,
jest reakcja R” jednej z czterech podpdr ramy, gdyz dysponujemy tu tylko jednym réwna-
niem réwnowagi (momentéw wzgledem osi symetrii EF), a pozostale warunki sg spelnione
tozsamosciowo. Przy obcigzeniu symetrycznym kwestii tej nie ma, gdyz do okre§lenia
reakcji R, = Ry i R = R, mamy dwa rownania rownowagi momentow wzgledem
osi AB 1 CD.

Zadania

1. Traktujac polpierscien (rys. 10.51) jako pret stabo zakrzywiony okresli¢ w nim przebieg wysil-
ku przekroju.

) Wedtug rys. 10.48: m; #0, n %0, 1, #0, my, =0, m; =0, t, = 0.

19*
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Rozwiazanie. Jesli polpier§cien przeciaé w B, to z powodu symetrii i ustroju, i obciazenia wyste-
puje tam tylko nie znany moment gnacy X; okre§lony z réwnania
1,1 X +o30=0.

uktad rdwnowainy

uktad rdwnowazny - stan , 0"

Rys. 10.51. Scisle plaski polpiericiern przestrzennie obciazony

Przez analogie do rys. 9.17 skladowe wysitku stanu ,,0” sa
T =qr, My“” = —qr?(l—cos ), M"°) = gr*(f—sin f§)

1)
m,

i podobnie w stanie ,,I": m'" = cos , m"> = —sin B, skad

/2
_cos? ﬂ rdf m (—sin ﬂ)‘ rdf _ 1 1
= 2 LN
St f i f 2 (EJ - C) stan ,0”
0
/2 /2 . :
= —2} qr’(l—cos :3) cos frdf _, } gr¥(f—sin fi) sin Brdf _ Rys. 10.52. Scisle plaska rama przestrzennie obcigzona
[0
h 1 1 W obliczeniach tych uwzgledniamy tylko poléwke ABDE ramy, gdyz dla drugiej poléwki wartosci
i (2_ 7) (Ef-_; : ?) iloczynéw M, ) mg,l), ... sa te same. Wstawiajac wartosci szczegblne @ = b = I/4, ¢ = I[3, ..., mamy
: - 1,407 13 2,5551 1,167 12
i w rezultacie X; = qr2[(4/x)—1], a wypadkowe wartosci Gy, = o G2 = T ®1,2 = rp
14 ¥ ¥y
M,. = M§°)+m§1)X1 = qr’[(4 Cos ﬁ/ﬂ)—l] 9 M, = —qr’[(4 sin ﬂ/ﬂ)—ﬂ] . r gl M59 PI3 ) L g 1,750 P2
1,0 E]—’ — 2,0 EJy ?

Ekstremalne wartosci M, i M, wystepuja w przekroju 4 lub C, gdzie
|M,)| = gr?, | M| = qri[—@/m)+(x/2)] = 0,225qr2.

2. Powtérzyé zadanie 1, gdy zamiast obciazenia q na po6lpier$cien dziala sila pionowa P przylozona X, =0,755P, X, =>0’340P1 9
w punkcie B. Superponujac teraz wykresy skladowych wysitku stanu ,,0” i odpowiednio powigkszone wykresy ,,1"

0dp. Xy = Prm, |My|exsie = Pr/2, |Milexse = (Pr/2) [1 —(2/m)]. i,,2” mamy wynik ostateczny (rys. 10.53).

3. Rozwiazaé symetryczng rame (rys. 10.52), jesli a = b = l/4, ¢ = 1/3, C = EJ,/3, EJ,' = EJ,/4,
C’ = 1,5EJ,, EJ; = C"" = 0,5EJ,.

Rozwiazanie. Z powodu antysymetrii obciazenia w myslowym przecieciu 4 wystepuja tylko dwie
niewiadome, tj. sily tnace X; i momenty X,, ktére wyznaczamy z réwnan

01,1 X g2 Xotoy0=0, 021 X1-} oz 2X+0,0=0.

Rozdzielajac uklad réwnowazny na stany sktadowe ,,0”, ,,I” i ,,2”, jak podaje rysunek, obliczamy
z (10.11) i (10.12) wielkosci

a z rozwiazania réwnan kanonicznych

e c\3 cl? c C” ! ic”
- 11 L y 1+ & , = WG
e 3EJy[+(l) (J’+J”)]+ C”(+ I c) * 7, C”(+ )
2 2
! 2 I_c, N i = PI*Q2I4+3a)  Platb- l-l)cl
2EJ, (o4 6EJ, X
K20 = — Pl+2a)  P(lratble Rys. 10.53. Wynik rozwiazania dla ramy z rys. 10.52

14 °
2EJ, C Dane: a = b = 0,251, ¢ = Ij3, C = EL3, EJ, = EJ,/4, C' = 1,5 EJ}, EJ;’ = C" = 0,5 EJ,,
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¥,=1Nm
m§=0,m{=1
X;=INm

Rys. 10.54. Rozwiazanie ramy $cisle plaskiej

4. Rozwiazaé $cisle plaska rame (rys. 10.54), gdy C = 0,7EJ,, a = 0,8b.
Rozwiazanie. Zadanie jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalne jak na rys. 10.49. Oznaczajac
niewiadome jak na rysunku otrzymujemy z obrazéw wysitku w poszczegblnych stanach

b? a b? a®
Ky = ——r 5 04 = — —, [0 = ———,
"t 3E), ( b ) = 2E], b2 2E,
b a a b
Kz, = P = %3 =0, = -,

2,2 EJ, C 2,3 %33 EJ, + C
Pg? Pa?

o = — b =0 R — ] = R
1,0 3EJ, *2,0 &30 2EJ,

a po wstawieniu @ = 0,86 i C = 0,7EJ, mamy uktad réwnan
0,504 X, b—0,500X,+40,320X,—0,1707 P5b = 0,
—0,500X, b+2,143 X,+0- X340 Ph=0,
0,320X,; b+0- X,+2,228X,-—0,3200Pb =0,
z ktérego rozwiazania
X, =0365P, X,=0,085Ph, X,=0,091Pb.
Wypadkowe wykresy M, i M; podaje rys. 10.55, przy czym znak minus przy momencie M, odpowiada
umowie z rys. 3.5.
5. Jak zmieni si¢ wynik zadania 4, gdy dwukrotnie zwigkszymy: a) tylko wymiary a i b; b) wszys-
tkie wymiary?
Odp. a) i b) rzedne wykresow momentéw wzrosna dwukrotnie.
6. Jak zmieni si¢ tok rozwiazania zadania 4, gdy rama pozostajac plaska przestaje by¢ scisle ptaska?
Odp. Zadanie staje sie szeSciokrotnie statycznie niewyznaczalne.

My

0,085Pb
)

0280P5 L osteh ]

Rys. 10.55. Wynik rozwiazania ramy z rys. 10.54, gdy a = 0,86, C = 0,7 EJ,

10.7. Wyznaczanie przemieszczen w ustrojach statycznie niewyznaczalnych 295

10.7. Wyznaczanie przemieszczen w ustrojach
statycznie niewyznaczalnych

Jak pamietamy z art. 10.1 i 10.2, wprowadzenie ustroju réwnowaznego zamienia ba-
dany ustréj na statycznie wyznaczalny, z tym ze niektére obciazenia X maja nie znane
na razie wartosci. Po rozwiazaniu réwnar kanonicznych obciazenia X staja si¢ znane
i ustréj niczym si¢ juz nie rézni od opisanych w poprzednich rozdziatach konstrukcji
statycznie wyznaczalnych. Wynika stad, Ze przemieszczenia w takich ustrojach mozna
okre$li¢ znanymi juz metodami. Jedna z nich jest metoda superpozycji zastosowana przy-
ktadowo do wyznaczenia linii ugiecia w(x) belki (rys. 10.56). Po wprowadzeniu momentu

e TSI = !lp
l 5 A ) 0 8
X Ma=X !! 7 S w
i ILC s T\A ¢ B J A wp(x) &;
7 — — X
Wiy | £2. " % ANMa=Xs y wx(x) g
< a —z-—q—b ustrdj rownewazny
€ 2

Rys. 10.56. Okreslenie przemieszczen ustroju metoda superpozycji

M, = X, i obliczeniu jego wartosci (patrz rys. 10.13 i 10.14) ckre§lamy metodami opi-
sanymi w art. 5.8 lini¢ ugiecia wo(x) odpowiadajaca znanemu od poczatku obcigzeniu
(sita P) i linie wx(x) odpowiadajaca obciazeniu X, wyznaczonemu z réwnania kanonicz-
nego. Szukane ugiecie jest wtedy

w(x) = wo(x) +wx(x). (@)
Dla rzykladu(” u lQClC w srodku belki (x = I/2) 2
i %’ (v (2-4$42) 5 b= (2
_ —P-b{;J—-A-H—rA-b%) Pb(I2-b?) —1? \ _ Pb(512—8bl=1152)
(#x-si2 = 48EJ, i [_ 2P ] (16EJy) N 96EJ,

igdy b =12, wowczas wy,, = —TPI*[168EJ,, a wigc przeszlo dwa razy mniej niz
dla belki podpartej na podporach i obciazonej sita posrodku, dla ktdrej wy_;, = wo
= —PI438EJ,. ‘

W wigkszoéci przypadkéw zwlaszcza ustrojéw bardziej ztozonych wyznaczenie prze-
mieszczen ogranicza si¢ do ich okre$lenia tylko w pewnych charakterystycznych punktach
ustroju i wtedy stosujemy metode Maxwella-Mohra opisana w art. 9.3. Dla przyktadu
wezmy rame (rys. 10.36), w ktdrej chcemy okresli¢ poziome przesunigcie punktu B. Ramg
te zamieniono na ustrdj statycznie wyznaczalny przez mySlowe rozcigcie w przekroju C
i wprowadzenie wielkosci X, X,, X5 jako nie znanej czgici obcigzenia (rys. 10.57). Po-
ziome przesunigcie punktu B tego ustroju statycznie wyznaczalnego obliczamy przykla-
dajac w punkcie B pozioma sile jednostkowa spelniajaca rolg ,,czujnika”. Odpowiadajacy

() Zadania 2 i 4 art. 5.8 oraz wzér (10.6).
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Rys. 10.57. Okre$lenie przemieszczen z zasady prac przygotowanych

jej wysitek istnieje tylko na tuku AB (0 < f < =) i ma skiadowe
m,=rsinff Nm/N, n=sinff N/N, t=cosf N/N,

a szukane przesuniecie vy jest wedtug wzoru (9.2)

we[ Rt fuew, [I0 g
(o] (0] (V]
gdzie M,, N, T sktadowe wysitku odpowiadaja Iacznemu dziataniu sily P i obciazenia X,
X,, X;. Fakt, 7e ostatnie obciaZenia wyznaczono z rownan kanonicznych, tj. warunkdéw
ciagloéci przemieszczen w przekroju C, ma o tyle znaczenie, ze wplywa w okreslony sposéb
na przebieg M,, N i T (rys. 10.37).
Wstawiajac do wzoru (b) warto$¢ M, z zadania 5 art. 10.5 i pomijajac wplyw sit N1 T
mamy ostatecznie

EJ, = 0,106 B,

vp = f- (—0,318+0,472sin f+0,023 cos B) Pr -rsin frdp Pri
-

0
Podobnie obliczamy pionowe przesuniecie wy punktu B przyktadajac w nim jako ,,czujnik”
pionowa sil¢ jednostkowa, dla ktérej moment m;, = —r (1 —cos ). Wynik

™

| M —r(1—cosp)]rdfi _ Pr3
Wy = f = — 0,033 Sh <0

(1]
wskazuje, ze przesunigcie to zachodzi do gory.

Zadania

1. Wyznaczy¢ ugiecie we punktu C belki (rys. 10.16), gdy a = b = [/2. Ile razy jest ono mniejsze
od ugiecia podobnej belki nie utwierdzonej na koricach (rys. 5.52)?

Odp. Obliczone z superpozycji we = PI3/192EJ, jest czterokrotnie mniegjsze niz wartos¢ fz wzoru
(5.30).

2. Wyznaczy¢ ugiecie w przesta I, belki ciaglej (rys. 10.24) w miejscu dzialania sity P, jesli EJ, =
=1,74-10° N m, :
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Odp. w = (Pa?b?/3IET,)+[X, b (12 —b*)[6IES|+[X, a I>?—a?)[6IET,]. Wstawiajac P =2kN,
a=0175m, b=0325m, /=0,5m, X; = —179 Nm, X, = —34 Nm otrzymujemy w = 0,53 X
x10~°* m = 5,3 pm.

3. Obliczy¢ pionowe przesunigcie punktu Framy (rys. 10.38) biorac dane jak w zadaniu 7 art. 10.5.

Odp. f=5qI*/168EJ,, stuszne, gdy h = I[2, J,' = 0,5J,.

b)

Rys. 10.58. Okreslenie przemieszczen w pierscieniu z rys. 10.41

4. Wyznaczyé zmiane diugoéci $rednic AC t BD pierscienia (rys. 10.41). Zbadaé przypadek, gdy’
Bo = 0.

Rozwiazanie. Potraktujmy pierécien jako rozciety myslowo w przekroju D (rys. 10.58). Zgod-
nie z wynikami zadania 9 art. 10.5 ujawniony zostaje przy tym wysitek pod postacia momentu

Mp =X, = (Pr[2w) [2—(—2B,) sin Bo] ,
a wypadkowy moment gnacy w przekroju E ltuku AB jest
M, = —X, =const, gdy B(0,fo); M,=-;Pr(sinf—sinfo)—X:, gdy BIlBo,/2)l,

przy czym M, > 0 oznacza $ciskanie wldkien zewnetrznych.

Aby obliczy¢ zmiane poziomej $rednicy AC, wprowadzamy w tak rozcigtym statycznie wyznaczal-
nym pierscieniu ,,czujnik’” pod postacia dwoch jednostkowych sit (rys. 10.58b). Odpowiadajacy ich
dzialaniu moment istnieje tylko w czesci ABC i w przekroju E jest

m,=rcos f Nm/N, gdy —m2<f<mf2.

Zgodnie z wzorem (9.2) poszukiwana zmiana f,c Srednicy AC

ﬁo w2
m:ﬁ- [ X Ceosprag Zy f[%%sinﬁ—sin ﬁo)—Xl]("COSﬁ)"dﬁ,

EJ,
Bo

przy czym wykorzystano symetric wykreséw M, i m, wzgledem osi BD. Po wykonaniu calkowania,
podstawieniu znanej juz wartos$ci X; oraz uporzadkowaniu otrzymamy

Pr®_ (e—4)—sin fo(4Bo—m sin Bo)] .

fac = 2mET,

Latwo sprawdzié, ze f,c < 0, czyli ze $rednica AC ulega zmniejszeniu, co zgadza si¢ z intuicja.
Podobnie obliczamy zmiang fzp Srednicy pionowej wprowadzajac jako ,,czujnik” dwie jednostkowe
sity (rys. 10.58¢), przy ktérych dziataniu wystepuje tylko na luku DAB moment

m,=rsinff Nm/N, gdy 0<f<m.
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Wykorzystujac symetrie wykresbw M, i m, wzgledem osi AC otrzymamy teraz
2 P 2 Fre
= = —X)rsinfrd — —— (sin S —si —-X i dg,
Sap 7, f ( 1) Brdp+ =, f [ 2 (sin f—sin Bo) 1]"3111/3" B
(3} Be

a po wykonaniu catkowania i podstawieniu X;

Fhryes % [(x2 —8)-+4 sin fo(t—260) 7 2o+ sin 260)] .

W szczegblnym przypadku, gdy fo = 0, czyli gdy pierscienn obciazaja dwie sity P przylozone w punktach
BiD,
n—4 Pr?

Pr3
= ~ —0,137
Jae = =2 EJ, EJ,

2_ 3 3
n?—8 Pr ~ 0,149 Pr .

4r  EJ, EJ,

’ fBD =

5. Obliczyé pionowe przesuniecie punktu B poétpierscienia (rys. 10.51).
Odp. Przyktadajac w punkcie B czeSci BC pionowa, skierowana do dotu sitg 1 N, dla ktérej

my, = —rsin §f Nm/N, m,=r(1—cosf) Nm/N,
obliczamy wedlug wzoru (9.9)

n/2

/2 .
fo= e T (R ) rsinprape L T o (0= 205) ra—eospyras,

E. 3 b13
o
gdzie M, = gr*[(4cos f/m)—1], M, = qr’[f—(4 sin /r)] sa wypadkowymi momentami z zadania
1 art. 10.6. Po scalkowaniu

e (r—2)qr* + w48 w4 i'i_
RET) 8 2w | ¢

6. Udowodnié, ze w kazdej jednoobwodowej bezprzegubowej ramie $cisle plaskiej o statej sztyw-

noéci i ptasko obciazonej (rys. 10.59) wypadkowy moment M, spelnia warunek f M,ds =0.

1Nm

Rys. 10.59, Oznaczenia do zadania 6

Rozwiazanie. Przetnijmy my$lowo rame w dowolnym punkcie E i obliczmy wzgledny obrot
przekrojow E’ i E”. W tym celu, zgodnie z art. 9.4, obciazamy rame w tych przekrojach dwoma jed-
nostkowymi momentami, dla ktérych m, = 1 = const. Poszukiwany kat obrotu jest wedlug (9.2)

,9=f_s_s__M m, ds =—1—fM,,-1-ds= L fM,dS=0,
EJ, EJ, EJ,
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—

gdyz w rzeczywistym ustroju obydwa przekroje E’ i E’’ zawsze do siebie pasuja. Wynika stad, ze
fMg ds = 0, c.b.d.d.

Wrynik powyiszy wykorzystujemy czesto do wstepnej kontroli prawidlowosci rozwiazania takich
ustrojow,

" 10.8. Napre¢zenia montazowe i cieplne

W ustrojach statycznie niewyznaczalnych niezaleznie od naprgzen wywotanych obcia-
zeniem moga istnieé tzw. naprezenia montazowe jako skutek bledéw wykonania elementow
ustroju. Wezmy dla przykfadu kratownicg (rys. 10.1) nieobcigzona (P = 0) i wykonana
scisle wedtug wymiaréw. W takich warunkach przy my$lowym przecigciu w miejscu m-m
preta AD szczelina a; o = 0, nie ma bowiem zadnej przyczyny do jej powstania. Kon-
sekwencja tego jest, ze we wszystkich pretach wypadkowe sity N; = 0. Jesli jednak przy
my$lowym rozcigciu usuniemy dodatkowo w miejscu m-m odcinek preta o dlugosct b, to
w miejscu tym powstanie szpara. Dla jej usunigcia potrzeba uzy¢ sit X, okreslonych
z réwnania (10.1), w ktérym a, o = b, czyli

X, = —b/“l,u (a)
a po podstawieniu o, 4 z wzoru () art. 10.1

P E, 4, (bI])
14 (E; A,[2E; Aycos* B) ’

X, = (b)
przy czym X, < O oznacza, Ze pret AD jest rozciggany. W pretach AB i AC powstaja
§ciskajace sity Ny = X /2 cos f. ’

Latwo zauwazyé, ze opisana myslowa operacja przecigcia preta AD, usunigcia od-
cinka b i powtérnego zlaczenia jest réwnoznaczna ze zmontowaniem przy uzyciu $cig-
gacza® | na sile” ustroju (rys. 10.60), w ktérym diugos¢ preta 4D jest o b mniejsza od

]
—

. poprzeczka Es Ay

R R RN

Rys. 10.60. Montaz niedokladnie wykonanego ustroju

) 7 poczatku miedzy uchem A’ zespolu pretéw A’Bi A’C a uchem A’’ preta A’ D istnieje szpara b.
Dokrecajac $ruby $ciagacza, ktérego jedna poprzeczke zacisnigto na precie A’'D, a druga oparto na
uchu A4’, doprowadzamy do pokrycia si¢ otworéw A’ 1 A”’, po czym przez te ucha przetykamy sworzefl,
a §ciaggacz usuwamy.

fip
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nominalnej. Gdyby dlugo$¢ ta byla wigksza od nominalnej, we wzorze (b) nalezaloby
podstawi¢ b < 0 i wtedy X, > 0, co odpowiada $ciskaniu preta AD, a rozciaganiu po-
zostatych (rys. 10.1d).

Ten sam efekt co i niedokladno$¢ wykonania powoduje nieréwnomierne ogrzanie
ustroju. Jesli mianowicie w idealnie wykonanej i zmontowanej w temperaturze ¢, konstrukciji
ozighi¢ pret AD o At, to w mySlowym rozcigciu m-m powstanie szczelina b = 1, Az,
a warto$¢ sily X, jest wtedy
E A, A At

A=l 1+(E, A,J2E, A, cos’ B) ° ©

gdzie 1, — wspodlczynnik rozszerzalnosci cieplnej preta AD. Powstajace przy tym napre-
Zenia w pretach ustroju o' = —X,/4, i ¢ = X,/24, cos § nazywamy cieplnymi lub’
termicznymi. '

Jak wida¢, zagadnienie naprezen montazowych i cieplnych sprowadza si¢ do rozwia-
zania réwnania kanonicznego, w ktérym wyraz o , przedstawia skutek odchylek wymia-
réw spowodowanych wykonaniem badZ zmiana temperatury.

Powyzsza regula obowiazuje i w bardziej ztozonych ustrojach. Wezmy dla przykladu
nieobcigzong rame (rys. 10.30), ktéra przez mySlowe rozcigcie g-a’ stala si¢ statycznie
wyznaczalna z nie znanymi na razie warto§ciami X, X,, X5. Jeéli z powodu blednego
wykonania lub zmian temperatury przekroje ai a’ tej statycznie wyznaczalnej ramy rozejda

si¢ 0. pokazane na rysunku wielkosci «, o, &5, 0, 3,0, to wielkosci X likwidujace to rozejicie

wyznaczamy z réwnan kanonicznych (a) i (b) art. 10.5. Odpowiadajace im skiadowe
wysitku M,, N i T obliczamy nadal z réwnan (c), art. 10.5, w ktérych oczywiscie cztony
MP, N i T sa réwne zeru.

Samo okreSlenie nieciaglosci (,,szczelin™) «;, dokonujemy na ogdt bez rachunkdw
Z prostych rozwazan geometrycznych. W bardziej zlozonych przypadkach plaskiego
ustroju stosujemy metode Maxwella—Mohra (art. 9.3). Deformacje dd, du, dw elementu
(rys. 9.20) sa tu wymuszone blednym wykonaniem badZ zmiana temperatury. Role ,,czuj-
nika” mierzacego wielko$¢ a; o spelnia teraz sita X, = 1 wywolujaca wysilek o sklado-

wych m = m{®, n = ', t = t'?, wobec czego z wzoru (9.1) mamy

to= [mPad+ [nCdut [ dw, (10.13)

gdzie catkowanie obejmuje wszystkie elementy ustroju.
Podobnie obliczamy wielkoéci o, w zloZonych ustrojach przestrzennych stosujac
wzor (9.7) i otrzymujac w wyniku

to= [ (md0+m? dy+m? dp+n® du+1” dw+1 do), (10.14)

gdzie dd, ..., dv — zadane deformacje elementu (rys. 9.31) spowodowane blednym wy-
konaniem lub zmiang temperatury, a mﬁ,”, s tf,') sktadowe wysitku stanu ,,i” ustroju,
gdy X, = 1. \

Z calego toku rozumowania wida¢, ze wyrazy o, , odpowiadajace zmianom tempera-
tury badZ odchytkom wykonania sa niezalezne od wyrazéw o, , spowodowanych obcia-

zeniem. Wynika stad, 7e i naprezenia termiczne i montazowe sq catkowicie niezalezne od
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naprezeri wywolanych obciqzeniem ustroju. Jeli wigc na ustro; majacy napreZenia termiczne
lub montazowe dzialaja réwniez obciaZenia, to catkowite naprezenia sa algebraiczng suma
tych dwéch sktadnikéw. Ich absolutna warto$é moze by¢ w niektérych przypadkach mniej-
sza od kazdego ze skladnikéw, co w rezultacie zwigksza bezpieczefistwo ustroju. Na ogét
jednak calkowite napreZenia sa wigksze niz w przypadku dziatania samych obciazen,
co obniza bezpieczeristwo. Jedyna 1zecza do zrobienia jest wtedy zmniejszenie naprezen
termicznych lub montazowych. Jak widaé choéby z wzor6éw (b) i (c), mozna to osiggnac
prﬁez zwiekszenie dokladnoéci wykonania (zmniejszy¢ b) badZ zapewnienie takich warunkow
pracy, w ktérych zmiana Af temperatury bylaby mala.

Zadania

1. Bardzo dluga® stalowa prosta szyne kolejowa umocowano na nieodksztalcalnym podiozu
przy to = 10°C. Jakie beda w niej naprezenia przy ogrzaniu jej w lecie do #; = 50°C i przy ozigbieniu
w zimie do {, = —40°C? E = 2-10° MPa, A, = 12,5:10-¢ 1/°C,

Rozwiazanie. Gdyby szypa skiadata sie z oddzielnych clementéw, wéwczas przy zmianie tempe-
ratury At = 1;—t, kazdy z nich wydtuzytby si¢ o A ds = 4, At ds, a wzgledne wydtuzenie ich byloby
& = A ds/ds = A, Ar. W rzeczywistej przytwierdzonej do podloza szynie istnieja naprezenia normalne ¢
powodujace, Ze &+¢&; = &+ (0/E) = 0. Stad otrzymujemy

6= —A At E = —12,5-10-5 (1/°C)-40°C-2-10° MPa = —100 MPa

i podobnie w warunkach zimowych, gdy At; = —50°C, o = 125 MPa.
2. Jak zmienia si¢ wyniki zadania 2 art. 10.1, gdy zespot tulei i watka ogrzaé o At = 50°C, Wspbt-
czynnik A, dla duralu A4 = 24-10-61/°C, a dla stali 4, = 12-10-° 1/°C. '
Odp. Zalézmy P = 0. Przetnijmy myslowo walec i zal6zmy, Ze W nowo powstatych przekrojach
dziataja rozciagajace sily X;, okre§lone z réwnania X; = —ai,0/%1,1, gdzie
o100 = —(ha—A) Atl, ay,1 = U(EADN+UI(EA],
a | — dlugo$é walca. Stad

W= (ha— L) At (EA)s

1+ [(EA),/(EA)a]
i dalej 0, = X1/A:, = 53 MPa, 0,4 = —X1/4; = —24 MPa. Dodajac te wartosci do otrzymanych
uprzednio naprezen Sciskajacych otrzymujemy ostatecznie o = —115+53 =62 MPa, 05 = —62 MPa.

3. Jak zmienia sie wyniki zadania 6 art. 10.1, jesli zespét rur (rys. 10.7) ogrzaé o At = 50°C? A, =
=12-10-%1/°C, A, = 17:10~° 1/°C.

Odp. Spowodowane temperatura cisnienie rur na siebie p, =X, okre§lamy z réwnania (10.1),
w ktoérym

&1,1 = (r:r /Es 6,) [l'l'(Es/Em) (63/6m)] o 01,0 = —(ltm—)-ts) At Far

oznaczaja szczeline miedzy rurami wywolana przez p; = 1 MPa badZ przez zmiang pemperatury. Sta_d
X, = 1,25 MPa, a odpowiadajace o, = X, ry/6s = 19 MPa, o/ ~ — 31 MPa. Calkowite naprezenia
sa o, =~ 77 MPa, ¢, = —2 MPa (ciskanie). :

4. Wszystkie prety ustroju (rys. 10.1), w ktérym E, = E; = 2-10° MPa, 4, = 4, = 10 cm?,
I=1m, 8 = 30° ogrzano o At = 100°C. Wyznaczy¢ naprezenia termiczne, jesli A, = 12,5-10-¢ 1/°C.

: . o a —
Odp. Wyraz wolny &,,0 obliczamy tym razem z wzoru (10.13), w ktérym m:” =0,7° = 0. Po-

1) S7yne taka przed montazem spawa si¢ z odcink6w.
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. o «a . : .
niewaz sita n;"’ w precic / jest stata, zatem [ (" du, = nPu, = 4, At /, n{V. Biorac n" z wzoréw (c)
art. 10.1 mamy

%10 = (2n1 & At lfcos B)+ny A ALl = A, At Itg2B

oraz &,y z wzoru (e) art. 10.1. W rezultacie X; ~ —45 kN, a naprezenia w pretach AD i ABsg 04p =
= 45 MPa, o4 = —26 MPa.

S. Na skutek niedokladnego wykonania miedzy podpora B a koficem belki istnieje luz A (rys. 10.61).
Wyznaczy¢ wykres momentu gnacego, gdy obciazymy belke sila P.

Rys. 10.61. Do zadania 5

Odp. Obierajac niewiadoma X, jak na rys. 10.19, otrzymujemy rownanie kanoniczne o« X+
+oa, o+4 =0, gdzie ;.4 i o1,0 52 jak w zadaniu 4 art. 10.3. Stad mamy

X, — PaCGl=a) _ 3E,A
2 ®

Wynik ten ma sens tylko wtedy, gdy X, > 0, czyli gdy luz 4 nie jest zbyt duzy. Wynik X, < 0 $wiad-
czy, ze nawet przy dzialaniu sity P miedzy belka a podpora jest luz i w rzeczywistosci X, = 0. Dalszy
ciag zadania, jak juz wielokrotnie omawiano.

6. Na skutek niedoktadnego wykonania tozysko I belki ciaglej (rys. 10.24) jest przesunigte do gory
o 4 = 0,1 mm. Wyznaczy¢ wykres M, po zmontowaniu belki. EJ, = 1,74-10° N m?.

Rozwiazanie. Po my$§lowym podziale belki na przesta jak na rys. 10.23b, ¢ narysujmy jej obraz
z uwzglednieniem niedoktadnosci wykonania (rys. 10.62). Widaé, ze niedoktadnosé ta powoduje na
podporach 1 i 2 zalomy

g1+ 2 = (/1) +(A/l;) = 0,4-10~2 rad,
g2t Pa3 = =4/l = —0,2-1073 rad, Dp3+P,4 =0,

- 1 =4
A=0,1 1,'31_ 11 U‘,!g—[z 1}32=— 4
\, ! v/ 4
0 ; i 3 4
| S BT B B
—— [;=500 lp=500 —=I= 13=500 S {4=500 /
Nmr 179Nm
0 1 I 3 —45Nn11“” 4
£ WL[-U—LU-—_
-100 b
przebieg M,
-200}- = —254Nm e

Rys. 10.62. Analiza biedu ustawienia fozysk w belce ciagl-ej

ktorych znaki odpowiadaja umowie podanej na rys. 10.23. Podstawiajac te dane do réwnania trzech
momentdw (10.8) i dzielac przez jednakowa dla wszystkich przeset dlugoéé / = 0,5 m mamy:

10.8. Naprezenia montazowe i ciepine 3(5’,

dla podpory I: 14X+ X, +(6-1,74-10° 0,4 -10-3/0,5) =0,
dla podpory 2: X, +4X,+ X3+1[6-1,74-10°-(—0,2)-103/0,5] = O,
dla podpory 3: X,+4X54+0 =0.

Stad wyznaczamy X; = —254 Nm, X; = 179 Nm, X3 = —45 N m. Postqpuj:%c teraz jak w zad. 1
art. 10.4 otrzymujemy wykres M,. Poréwnujac go z wykresem (rys. 10.24) widzimy, Ze momenty Yvy-
wolane obciazeniem sa tego rzgdu co wynikajace z bledéw wykonania. Catkowity moment gnacy jest
suma tych skladnikéw i na przyklad w przekroju na podporze I jest —433 N m.

7. Zmontowana w temperaturze f, ramg (rys. 10.35) ogrzano o Ar°C. Wyznaczyé momenty gnace
X, i X,. .

Odp. Po wprowadzeniu my$lowych przegubéw Bi C narysujmy obraz ramy po ogrzaniu (rys. 10.63).
Widaé, ze kat prosty w narozu B zmieni si¢ o S+, = 2,5 At, a w punkcie C o F¢ = 0,54, At. Te
wielkoéci sa jednocze$nie wyrazami wolnymi

a0 = —O0c = —0,5 L At, az0 =P+ =251 At

Yhlic_
ok
r=r(1+A¢At)

L
b

e

Rys. 10.63. Do zadania 7 Rys. 10.64. Do zadania 8

réwnan kanonicznych, przy czym &y o < 0, gdyz ¥¢ ma zwrot przeciwny do momentu X,. Biorac wy-
niki zadania 3 art. 10.5 mamy
2X,+X,—(BEJ, A, Al =0, X, +3X,+(1SEJ, %At/ =0,

skad X, = 24EJ, A, At|5l, X, = —33EJ, A, At/51.

8. Zmontowany w temperaturze f, piersciefi (rys. 10.36) ogrzano o At °C. Wyznaczyé wysilek prze-
kroju C. . -

Odp. Po mys$lowym rozcieciu pierécienia w przekroju C marysujmy jego obraz po ogrzaniu (rys.
10.64). Konfrontujac ten obraz z obrazem sit X;, X,, X3 na rys. 10.36 widzimy, ze

&10=—rAAt, @&zo=—riAt, a3o=0.
Wobec czego rownania kanoniczne (zad. 5 art. 10.5) sa

[On+8)/41 X, r+ (1/2)X, r—[(3r+2)/21X3—(EJ, A Atjr) =0,
A/ X, r+ G/ X, r— X3 —(EJ, s Atfr) =0,
—[@Br+2)/21 X, r— X, r+ (Br/2) X3+ 0 =0,

skad X, = X, = 0,693EJ, 4, At/r?, X5 = 4,65EJ, A, At/r.
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10.9. Uwagi koncowe

Jedynym kryterium stosowanym dotychczas przy obiorze ustroju podstawowego bylo,
2eby ustrdj ten nie byt przypadkiem mechanizmem, czyli zeby on, jako cato$é, lub jego
elementy nie mialy swobody ruchu jako ciala sztywne. Dla przyktadu, w ustroju cztero-
krotnie statycznie niewyznaczalnym (rys. 10.65) kryterium to spelnione jest dla wariantéw
wedtug rys. 10.65b i c. Nie jest onp natomiast spelnione dla wariantu wedlug rys. 10.65d,

D\
% - E, (£
X; G [
XZ ey
Xy !__)_(1

i T
X4 Xz

Rys. 10.65. Przyklady réznych ustrojow podstawowych jednej i tej samej konstrukcji statycznie nie-
wyznaczalnej

albowiem ustrdj jako calo$¢ ma tu swobodg obrotu wzglgdem punktu H. Ponadto w swej
czgéci DGCED jest on przesztywniony, gdyz ciag ten ma tylko dwa przeguby, a nie trzy
(rys. 10.31), wobec czego taki ustrdj podstawowy jest niedopuszczalny.

Powstaje pytanie, czy dla danej konstrukcji wszystkie prawidlowe ustroje podstawowe
sa rownoprawne ? Odpowiedz na to jest rozna zaleznie od celu analizy. Gdy celem jest
kontrola catkowicie okreSlonego ustroju, odpowiedzZ jest twierdzaca. Inna natomiast jest
sytuacja, gdy celem jest ksztaltowanie, a w szczegdlnosci taki dobdr wymiardéw przekrojow,
ktory daje racjonalne wykorzystanie materiatu. W ustrojach bowiem statycznie niewyzna-
czalnych wysitek przekroju zalezy nie tylko od obciazenia zewngtrznego, lecz i od sit X
okreslonych z réwnan kanonicznych, ktérych wspolczynniki z kolei zaleza od sztywnosci
elementdw. Zmiana wigc wymiaréw jednego elementu wplywa na wartosci naprezen nie
tylko dlatego, Ze zmieniaja si¢ parametry geometryczne przekroju jak A, W, W, itd., lecz
i dlatego, Ze zmienia si¢ wysilek przekroju. Z tego powodu zadania ksztaltowania rozwia-
zujemy na ogoél metoda kolejnych przyblizen. W pierwszym Z nich dobdr przekrojéw
przeprowadzamy dla ustroju podstawowego, tj. statycznie wyznaczalnego. Okreslone stad
sztywnosci elementéw umozliwiaja obliczenie sit X oraz skorygowanego przez nie wypadko-
wego wysitku przekrojéw; a nastgpnie wymiarow przekrojow dobranych z warunku na-
prezen dopuszezalnych. Okreélone dla tych skorygowanych sztywnos$ci nowe wartoéei sit X
i nowe wartos$ci wysitku przekrojéw stanowia drugie przyblizenie umozliwiajace powtdrna
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korekt¢ wymiaréw itd. Aby ten proces byl szybkozbieiny, istotne jest, aby korekty wnie-
sione przez statycznie niewyznaczalne sity X byly mate. Jest to mozliwe wtedy, gdy prze-
widywany obraz odksztalcen ustroju podstawowego zbliza sic do obrazu odksztalcen
rzeczywistej konstrukcji. Tak na przyktad obraz odksztalcen stanu ,,0” belki ciaglej przy
podziale jej na dwupodporowe przgsta (rys. 10.23d) jest na pewno blizszy rzeczywistosci
niz obraz odksztalcen stanu ,,0” wedlug schematu z rys. 10.9. Z tego powodu schemat
pierwszy jest lepszy od drugiego.

Okreslenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci i obiér wielkosci X sa »koncepcyjnymi”
etapami rozwigzania dajacymi czgsto ogrompe utatwienie zadania. W odréznieniu od nich
ostatni etap, tj. sformulowanie réwnan kanonicznych, sprowadza si¢ do jednolitego dla
wszystkich ustrojow schematu i polega na zsumowaniu uogdlnionych przemieszczer w tym
samym punkcie i tym samym kierunku. Niepotrzebne jest przy tym wnikanie, czy zwroty
tych przemieszczeri sa zgodne, czy nie, gdyz odpowiedZ na to daja od razu odpowiednie
wzory, jak (10.3), (10.5), (10.11) itd., do ktdrych wielkosci podcatkowe (momenty gnace,
sity wzdtuzne itd.) wstawiamy z jednakowymi lub przeciwnymi znakami‘® zaleznie od
tego, czy ich zwroty sa zgodne, czy nie.

Opis ogdlnych whasciwosci ustrojow statycznie niewyznaczalnych zaczniemy od zasady
minimum energii odksztalcenia. Wezmy dla przykladu belke ciagla z ujawnionymi w niej
sitami Xy, ... (rys. 10.9b). Skladowe wysitku przekroju okreslonego wspdirzedna x,
tj. M,(x), T(x), sa wtedy funkcjami znanych sit P, P, oraz nieznanych X,, X,, X5. Te
samg wlasciwo§¢ ma energia U odksztalcenia ustroju obliczona z wzoru (9.23), do ktérego
wstawiamy znalezione poprzednio My(P,, P,, X, X5, X3, x), T(Py, ..., X3, X) i calkujemy
wzgledem zmiennej x. W wyniku mamy wigc

U(Py, P2, Xy, X5, X5).

Jesli teraz obliczymy pochodne czastkowe 3U/3X, ..., 3U/3X 5, to zgodnie z twierdzeniem
Castigliana (9.24), sa one przemieszczeniami (ugieciami) «;, a,, o5, ktére w rzeczywistym
ustroju 53 réwne zeru. Tak wigc otrzymujemy zaleznosci

AU AU U
=0’ -—20, _,,,_=0’
oX, X, 89X, @

warunkujace ekstremum funkeji U. Dodatkowo mozna dowiesé, ze to ekstremum oznacza
minimum. Podobne rezultaty (a) otrzymujemy dla dowolnego sprezystego i liniowego
ustroju statycznie niewyznaczalnego, skad wynika, ze wartoéci sit statycznie niewyzna-
czalnych redukuja do minimum energig¢ odksztatcenia ustroju i to wlasnie stanowi istote
wspomnianej zasady.

Rozwinigcie warunkdw () daje w wyniku liniowe réwnania wiazace ze soba nieznane
sity X i znane sily P. Réwnania te s3 identyczne z réwnaniami kanonicznymi. W takim
ujeciu zasade minimum energii wykorzystuje si¢ do rozwiazywania zadan statycznie
niewyznaczalnych. W poréwnaniu z metoda sit sposéb ten zwlaszcza od strony fizycznej
jest mniej przejrzysty, a czgsto bardziej ktopotliwy rachunkowo i dlatego zostat pominiety.

() Osobna, stanowiaca niestety zrodto wielu bledéw, jest kwestia okreflenia wysitku przekrojow,
tj. wykreséw M,, m,, ... dla ustrojéw statycznie wyznaczalnych.

20 Wytrzymato§é materiatéw
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Istotne sa natomiast wyplywajace z tej zasady wnioski ogdlne. Obliczmy mianowicie dla
dowolnego ustroju energie U, w stanie ,,0”, a wigc statycznie wyznaczalnym, i rzeczywista
energie Us, tegoz ustroju, gdy dziataja réwniez okreslone z réwnan kanonicznych sily X.
Z zasady minimum energii wynika, 7ze Us, < U,. Jeéli teraz wprowadzi¢ pojecie $rednich
w calej objetosci V ustroju naprezen oq i Osn

(O'g/ZE) V=U, i (O’?,,/2E) V =Us, (b)

to z poprzedniej nierdwnosci wynika, Ze gs. < 04, Czyli Ze wprowadzenie statycznej nie-
wyznaczalnosci w ustroju zmniejsza Srednie naprezenia. Nie oznacza to jednak redukcji
naprezen we wszystkich elementach ustroju.”> Podobnie stosujac twierdzenie Clapeyrona
(9.21) mozna dowie$é, ze wprowadzenie statycznej niewyznaczalnoSci zmniejsza Srednie
odksztalcenia ustroju.

Poza wymienionymi dwiema zaletami dodatkowa zaleta ustrojow statycznie nie-
wyznaczalnych w pordwnaniu ze statycznie wyznaczalnymi jest zwigkszenic pewnosci
dzialania w sytuacjach awaryjnych, gdyz zniszczenie jakiego$ wigzu powoduje w pierwszym
przypadku na ogét tylko zmiang sposobu pracy, w drugim natomiast zamienia ustrdj
na mechanizm i powoduje katastrofg catosci.

Zasadnicza wada ustrojéw statycznie niewyznaczalnych jest ich czuto$¢ na bledy
montazu lub zmiany temperatury (art. 10.8). Obydwa te czynniki maja na ogét charakter
losowy i nalezy liczyé si¢ z rozrzutem odpowiadajacych im naprezen. Zwigkszenie zatem
precyzji wykonania badZ montazu jest niezbednym warunkiem stosowania takich ustrojow
w praktyce.

(1) Zadanie 10 art. 10.3.

CZESC CZWARTA

Ustroje dwuwymiarowe

TARGZE KOLOWE
11 | GRUBOSCIENNE RURY

W budowie maszyn stosujemy czesto elementy osiowosymetryczne i osiowosymetrycznie
obcigzone. Takie sa na przyklad wirujace ptaskie krazki (rys. 11.1a) stosowane jako wirniki
maszyn, tarcze szlifierskie itp. Ich analiza staje si¢ zagadnieniem statyki, gdy wprowa-

Rys. 11.1. Przyktady osiowosymetrycznych elementéw osiowosymetrycznie obcigzonych

dzimy masowe ,,sily bezwladno$ci” wynikajace z przyspieszenia dosrodkowego. Poniewaz
zazwyczaj o§ krazka jest osig obrotu, sily te sa promieniowe i osiowosymetryczne, a ich
natgZenie ¢, na jednostke objetosci

4, = ew?*r N/m3, (111

zalezy od gestosci ¢ materialu, promienia r okreslajacego odlegloéé badanego elementu
od osi obrotu oraz predkosci katowej w = wn/30 rad/s, ktéra uwazamy za stata. Gdy
@ # const, wowczas wystepuja takze obwodowe ,,sily bezwladnoéci” o natezeniu o (dw/d¢) r
majace jednak na ogdét male znaczenie. Podobnie pomijamy obcigzenia obwodowe wyni-
kajace z oporéw ruchu itp.

Inny przyklad takich elementéw osiowosymetrycznych stanowia gruboscienne rury
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